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جبر مجموعات الأعداد العبارات الجبرية 
باونل هندسة التحويلات المألوفة التحويلات المألوفة 
: . الترتيب مجموعة الترتيب مجموعة ى ي . 
جب ... . المعاالات و ...زو إى رة ان د تفزرينات ومسائل 
تشرين أول اراش نراس المشيرفة _ ا ا د 
التحويلات المالوفة 2د 00 
00006 5 مفهوم التابع ا التابع المتزايد 
شرين ثاني جبر --- تمرينات ومسائف العددي ڪي لڪ والتابع المتناقص 
الا 5 سم المحسمات : التادة : 
شاا دسا ا تیف قراغ تمرينات وسال 
بالمنظور التوازي في الفراغ 
جبر جدول اطراد تابع تمرينات ومسائل تمرينات ومسائل تمرينات ومسائل 
كانون أول ندسة تمريات ر الأشعةوالمساواة الأشعة جمع ‏ جمعالأشعة 
7 1 ظ الشعاعية وطرحها وطرحها 
: معائلة ١‏ 
جبر امتحان الفصل الأول + العطلة الانتصافية حل e‏ 
i ail‏ ُ . الدرجة الثانية 
اي كن د 
هندسة امتحان الفصل الأول + العطلة الانتصافية ضرب تداع يعلد 
ظ العلاقة بين أم" 
تطيل لاني e‏ 
جبر الحدود من الدرجة TT‏ تطبيقات ونشاطات تمرينات ومسائل 
hM‏ كشن ا لواف وك هل : 
هندسة ىق حي تمرينات ومسائل تمرينات ومسائل 
| التو ابع الحدودية 5 
e 5 :‏ أ فى 8 5 7 س تښ | 
5 جبر تمرينات ومسائل تمرينات ومسائل من الدرجة الثانية انم لمقلوب 
چ 5 جمل المعادلات E i e‏ 5 
هندسه معادلة المستقيم الخطية تمرينات ومسائل تمرينات ومسائل 
المستقيم الحقيقي النسب المثلثية لعدد 
جبر الداك ١5‏ 0 ص ١‏ ف ١‏ تمرينات ومسائل تمرينات ومسائل 
نيسان والدائرة المثلثية حقيقي 
جبر ل قانون الاحتمال قانون الاحتمال تمرينات ومسائل 
| جبر تمرينات ومسائل مراجعة عامة 
يار ag ١5‏ 














تقمُ الرياضيات الأدوات لنمذجة الظواهر وللتنبُو بالتتائ» وخصوصاً في مجالات 
العلوم التجريبيّة والتقانية؛ وذلك لأنها تتيح تطوير العديد من عناصر المعرفة. فهي تتغذى 
على المسائل التي تنشأ من السعي وراء تحقيق فهم أفضل للعالم المحيط بنا. كما إن 
تطوّرها مرتبط في الوقت نفسه؛ وإلى حدّ كبير» بقدرة الإنسان على استكشاف المفاهيم 
اا 

ونجد في تاريخ البشريّة نقاطا مضيئة تشير إلى قدرة الإنسان على اصطناع 
الأدوات التي تتيح له تحقيق فهم أفضل للعالم المحيط به؛ وتسمح له أن يكون مؤثرا تأثيرا 
أكثر فعالية في محيطه. منذ البدء كانت الرياضيّات؛ إلى جانب اللغة» واحدة من الحوامل 
الرئيسة للجهد الذي بذله الإنسان في وضع المفاهيم الأساسيّة. لذلك يُنتظر من طلابنا في 
نهاية مرحلة دراستهم ما قبل الجامعيّة» أن يكونوا قد اكتسبوا المبادئ الأساسيّة للتفكير 
الرياضياتي؛ وهي تعتمد على كم معرفي جيّد ودراية بطرائق حل المسائل؛ وبأساليب 
لبرهان المعتيد على الاستنتاج المنطقي؛ دون أن يكون ذلك بالضرورة مقترنا بدراسة ما 
يعرف باسم المنطق الرياضي. 

تحتفظ الرياضيّات بعلاقات وثيقة مع العلوم الأخرى والتقانة» إذ تتيح غه 
لرياضيّات وصف ظواهر الطبيعة ونمذجتهاء وهي تتمايز عنها لأنّ الرّياضيّات تؤلف 
ull CAEN‏ 

ويحتل الإثبات المعتّمدُ على الاستنتاج الرياضي موقعاً أساسياً في الرأياضيات إذ لا 
يكفى التيقن من صحة الخواصٌ اعتماداً على بعض الأمثلة. يقود تعليم الرّياضيّات 








وتعلمها الطّلاب إلى تذوق ذلك الشعور الرائع الذي يشعر به المرء عند إثبات صحة 
قضية بالبرهان القاطع اعتماداً على المناقشة المنطقيّة. مُمارسة الرياضيّات هي امتلاك 
ناصيتها اعتمادا على الخيال والبحث» والتحسٌُس والاستكشاف والشعور بمتعة الاكتشاف. 
وحل المسائل بدقة ومنطق. 

لقد سعينا في هذا الكتاب» إلى تقديم أداة تعليم للرياضيّات» يمكن أن تمنْتعمّل أيضا 
وفي الوقت ذاته» أداة تعلم ذاتيّ. ننصح يكن الكتاب أداة العمل الرئيسة» فتجري 
قراءة فقرات الدّرس من الكتابء ومناقشة الطلاب في فحوى ما يُقرأء حيث يؤددّي 
المُدرس دور مدير الحوار والنقاش الذي من المفترض أن يُوْدَي إلى فهم أعمق للدرس. 
NE ak,‏ 

ولمًا كان تعلم طرائق الاستكشاف والبحث هدفاً أساسيّآً من أهدافناء فقد زودنا كل 
بحث بعدد من المسائل والتمرينات التي جرى فيها توجيه تفكير الطالب نحو الحل» آملين 
تمكين الطالب من طرائق التفكير العلمي التي يفيده اتباعها أيا كانت أنماط المسائل التي 

وأخيراء نرجو من الزملاء المدرّسين ومن الأعزاء الطلاب أن يزودونا بأي 
ملاحظة أو انتقادٍ بناءين على فحوى أو طرائق هذا الكتاب حتى تؤخذ في الحُسبان. 


المعدو 5 





امحتوى 


© التحوبلات المندسيّة يه المستوى 





0 التحويلات المألوفة N‏ 
© أثرالئحويلات الهددسيّة على الأشكال اللمألوفة 1-2 O‏ 


© الخواص المشتركة للتحويلات المألوفة 


© الثّوازي ف الفراع 001111111”ظ 
© التُعامد ف الفراع a.‏ 


8888 و و ووه 


١ 555555555555555 


155555555555555 588868 














١‏ اللات 
في المستوي 











0 الحوبلاتالأوفة يذ المستوي 
© أثرالتحويلات المندسيّةعلى الأشكال المأأوفة 
© الخواصٌالمشتركة للتحويلات المأأوفة 











لقد كان كتاب «عناصر الهندسة » 
لإقليدس (300 قبل الميلاد) واحدا من أهم 
النصوص القديمة في الهندسة» حيث 
عرض فيه الهندسة انطلاقا من 
موضوعات أساسية؛ وأطلق ا 
اليوم باسم الهندسة الإقليدية. 

في القرن الستابع عشرء وقع تطوران 
أساسيّان في مجال الهندسة» الأول هو 
اختراع ديكارت 106563865 وفرما 
۴٤‏ الهندسة التحليليّة» والثاني هو 
الدراسة المنهجية للهندسة ا 
قبل دوز ار غ 10©52331:811©5. 

وفي نهاية القرن التاسع عشر اقترح 
كلاين 12ع1 >1 i‏ ا تنص على 
دراسة الهندسة أ اا 
الهندسيّة» بدلا من الأشكال. تأمّل الشكل 
المجاور وانظر' كيف تبرض رلا 
فيثاغورث في المثلث القائم اعتمادا على 
الاتسحابات؛ و 22 I‏ 
إلى الذي يليه الا Ov‏ الات ااا 
من الشكل الذي طبق 12 ا ا 
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التحودلات الحند سيّة في المستوى 


© التحوبلات المألوفة 2 المستوى 


سنطلق في هذا الفصل تسمية تحويل مألوف على كل من التحويلات الهندسية الآتية : التناظر 
المحوري (ويسمّى أيضا انعكاسا) والتناظر المركزي والانسحاب والدوران» ولقد مررت بها في 
دراستك الستابقة» لذلك نهدف في هذا الفصل إلى تثبيت الأفكار المتعلقة بها. 


ليكن تعويلاً موق ف المستويء يقون + هذا التحويل بكل نقطة 11 
من المستوي نقطة 34 تسمّى صورة 344 وفق “/. وبالعكسء تكون كل 
نقطة 27 في المستوي صورة نقطة 14 وفق /. نرمز إلى هذا التحويل 
بالرمز '11 جم 1 :£ أو M' = f(M()‏ 


لك القناظرٌ المحوري (الانعخاس) 


ليكن 4 مستقيماً. الانعكاس ,ك الذي محوره 4 هو التحويل الذي يقرن بنقطة 11 من 

المستوي النقطة '11 المعرفة كما يأتي : 1 زآ 
" إذا كانت 734 غير واقعة على المستقيم 4» كان 4 محور القطعة 
المستقيمة ['11114]. 

" وإذا كانت 14 واقعة على المستقيم 04 كان '14 = /1. 


9 ےر 


" إذا كانت النقطة /24 صورة نقطة 34 وفق انعكاس محوره 4» فما هي صورة النقطة /114 








وفق هذا الانعكاس ؟ 
" إذا كان 4 و '۸ مستقيمين متقاطعين في نقطة 7 وكانا متناظرين بالنسبة إلى مستقيم 4› 
فلماذا تقع النقطة 7 على المستقيم 4 ؟ ۰ 
عندما تكون صورة شكل 2 وفق انعكاس محوره 4 هي الشكل 2 نفسهء نقول إن 4 

محورٌ تناظر لهذا الشكل. 

















شح التناطرٌ المرخزي 

87 تعر یدنہ 
لتكن © نقطة من المستوي» التناظر رى الذي مركزه 0 هو 
التحويل الذي يقرن بنقطة 14 من المستويء مختلفة عن 0» النقطة 
'14 التي تجعل النقطة 0 منتصف القطعة المستقيمة [/1111]. 
صورة النقطة © وفق هذا التناظر هي النقطة © نفمها. 








7 تعر یدنہ 

لتكن ۸4 و 8 نقطتين في المستوي» نعرّف الانسحاب و ,7 بأنه 
التحويل الذي يقرن بنقطة 14 من المستوي النقطة 1 التي تجعل 
الرباعي 41/1/8 متوازي الأضلاع. 


@ 
في التعريف السابق افترضنا أن النقاط ۸4 و8 و/1 لا تقعٌ على | 
استقامة واحدة. يمكننا أن نضع تعريفا يأخذ هذه الحالة في الحسبان بأن نقول 
أن '234 هي نظيرة 4 وفق التناظر المركزي بالنسبة إلى منتصف القطعة 

المستقيمة [148]» علل ذلك ؟ 








شح الذوران 


لتكن © نقطة من المستوي» الدوران م.م الذي مركزه 0 وزاويته 
0 هو التحويل الذي يقرن بنقطة 14 من المستويء» مختلفة عن 0› 
النقطة '31 التي تحقق : 014 = 0M'‏ و 0= .<MOM'‏ 
وتكون صورة النقطة © وفق هذا الدوران هي النقطة 0 نفسها. 
نسمّي الاتجاه المبيّن في الشكل اتجاهاً مباشراء نسمّي ربع دورة كل دوران زاويته 90°+. 
يتوافق الاتجاه المباشر للدوران مع عكس اتجاه دوران عقارب الساعة (0 < 6). ويكون اتجاه 


التوران غير مباشر إذا كان متفقا مع اتجاه دوران عقارب الستاعة (0 > 0). 




















2 إذا كانت النقطة N‏ هي صورة 7 وفق ربع دورة مركزها نقطة 
0: فلن 14017 هو مثلث قائم الزاوية ومتساوي الستاقين رأسه 0. 


" في المربع 4807 الذي مركزه 0 : 
. ربع دورة مباشرة مركزها النقطة 4 تنقل النقطة 8 إلى 7.. 
© ربع دورة مباشرة مركزها النة لنقطة 0 کل آلا لنقطة 4 إلى ا 


" في المثلث المتساوي الأضلاع 48٥‏ الذي مركزه 0 : 
ه التوران الذي مركزه النقطة 4 وزاويته 60° بالاتجاه المباشر 
ينقل النقطة 8B‏ إلى النقطة 6. 
٠‏ التوران الذي مركزه النقطة © وزاويته 120° بالاتجاه المباشر 
ل اة 2 لين اة 6 اجب 


7 تدر وہ 


0 عيّن المقولات الصحيحة فيما يأتي وعلل إجاباتك : 
© للمثلث المتساوي الأضلاع ثلاثة محاور تناظر. 
© إذا كانت صورة نقطة 8 وفق الانسحاب ,, ,7 هي النقطة ۰٥١‏ كانت القطعتان المستقيمتان 





[87] و [10] متناصفتين. 

© إذا كانت © و6 دائرتين مركزاهما 0 و '0 بالترتيب» ولهما نصف القطر نفسه وكانتا 
متقاطعتين في نقطتين 4 و ٠8‏ كان المستقيمان /00) و (48) محوري تناظر للشكل 
المكون من الذائرتين. 

© إذا كانت 27 صورة نقطة /3 وفق دوران مركزه 0 وزاويته *60 كان المثلث 1/027 
متساوي الأضلاع. ش 


© ليكن 48٥‏ مثلّثاً قائماً في ۸ وليكن 7 منتصف القطعة [90]. نرمز بالرّمز ,ى إلى التناظر 
الذي مركزه [1. 
© أنشئ صورة المثلث 48٥0‏ وفق التحويل ,5 . 
© لتكن ۸ صورة 4 وفق .5 . ما طبيعة الرباعيّ 42/0 ؟ 





© أثرلتحويلاتالمندسيّة على شكال المألوفة 


لكا حورة مستقيه 
بوجه عام صورة مستقيم وفق انعكاس أو تناظر مركزي أو انسحاب أو دوران هي أيضا 
ويمكننا أن نكون أكثر تحديداً في بعض الحالات الخاصّة» كما نوضتح فيما يأتي : 

© حالة الانعكاسر أو التناظر المحوري 


ليكن المستقيمُ 40 صورة المستقيم ۸ وفق الانعكاس رك عندئذ نميّز الحالات الآتية : 





ه إذا كان 4 || ۸ كان 4 || ۸٠‏ أيضا. 


ه وإذا تقاطع 4 مع 4 في 7 مر المستقيم /4 من ١‏ أيضا وكان 4 
منصتف الزاوية التي يصنعٌّها المستقيمان ۸ و '۸. 


5 وإذا كان d‏ ا ۸ كان ۸۲ = ۸. 
© حالة التناظر المركزي أو الانسحاب 


ليكن المستقيمٌ /۸ صورة المستقيم ۸ وفق الانسحاب ,,, ,7 أو التناظر 
المركزيّ رى عندئذ يكون '۸ || ۸. 








في حالة التناظر المركزي رك» صورة مستقيم ۸ مار بمركز التناظر 
0 هي المستقيم ۸ نفسه. 





6 





© حالة الدوران ترتع دورة 
ليكن المستقيم 40 صورة المستقيم ۸ وفق الذوران ربع دورة ۸ حول 0 
علد يكون 5ل ک: 


سے 


ا صورة دائرة. وصورة قطعة مستقيمة 





" بوجه عام» صورة دائرة © مركزها 0» وفق انعكاس أو تناظر مركزي أو انسحاب أو 
دوران» هي دائرة “© لها نصف القطر نفسه ومركزها “0 هو صورة © وفق التحويل نفسه. 
* صورة قطعة مستقيمة» وفق انعكاس أو تناظر مركزي أو انسحاب أو دوران» هي قطعة 
N‏ الخون a‏ 


کے 


ْ و 
XN +‏ صورة 4 ٩‏ 0 ققاطع 7 4 4 1 


ليكن 4 و 4۸ مستقيمين متقاطعين في 7/1 . وليكن “04 و ۸ صورتي هذين المستقيمين بالترتيب 
وفق واحدٍ من التحويلات المألوفة. عندئذ يتقاطع “4 و ۸ في '34 هي صورة النقطة 14 
وفق التحويل نفسه. 






ليكن 48072 متوازي أضلاع مركزه 0» وليكن 4 مستقيما مارا 
بالنقطة 0 ويقطع (80) في النقطة 11 ويقطع (47) في النقطة 


ع 


.CM = AN أثبت أن‎ . N 





9 نات حط ق افا صدورة الأخرى وفق تحويل 

مألوف. 

إن متوازي الأضلاع 4807 وأقطاره شكل نموذجيٌ للتناظر المركزي رىء ونعلم أن 
2 = (هارى وأنْ 4 = (57)0. نستنتج من ذلك أنّ صورة المستقيم (80) هي المستقيمٌ (47). 
ولمّا كان المستقيم 4 يمر بالنقطة 0 فإ صورته وفق ر$ هي المستقيم 4 نفسه. 

النقطة 11 هي نقطة تقاطع المستقيمين (80) و4» ومن ثمّ تكون صورتها وفق رك نقطة 
تقاطع المستقيمين (47) و4 أي النقطة ×. ولمّا كان ١‏ = (24)رى و4 = (0)ر5ى كانت صورة 
القطعة المستقيمة [0۸1] هي القطعة المستقيمة [427]. إذن 4177 = 01/1 . 











- 












ليكن 4807 متوازي أضلاع مركزه 0» وليكن 4 مستقيماً مارا 
بالنقطة 7 ويقطع القطعة المستقيمة [460] في 14ء وليكن '0 
مستقيما مارا بالنقطة 8 موازيا للمستقيم 4. المستقيم “4 يقطع القطعة 
المستقيمة [460] في 77 . 

© أثبت أنّ “4 هو صورة 4 وفق التناظر المركزيّ رك الذي مركزه 0. 
© أثبت أن 0 هي منتصف القطعة المستقيمة [1/177]. 


9 إذا كان / انسحابا أو تناظرا مركزيًا وكان /© = (6)/ كانت صورة أي مستقيم 4 مار 
بالنقطة © هي المستقيمٌ الذي يمر بالنقطة “6 موازيا 4. 





© ليكن رك التناظر المركزي الذي مركزه 0» نعلم أنّ 8 = (2)ر5» وعليه فن صورة المستقيم 
4 الما بالنقطة 7 وفق رك هي المستقيم المار بالنقطة 8 موازيا للمستقيم 4 أي '04. 

© نعلم أنّ صورة المستقيم (40) المار بالنقطة 0 وفق رك هي المستقيم (40) نفسه. النقطة 14 
هي نقطة تقاطع القطعة المستقيمة [40] مع المستقيم ٠4‏ إذن صورة هذه النقطة وفق رك هي نقطة 
تقاطع المستقيم (40) مع المستقيم '4» أي إنها النقطة 27. ولمّا كانت N‏ هي صورة /1 وفق 
تناظر مركزه 0 فلن المركز 0 يقع في منتصف القطعة المستقيمة [1427/]. 


7 تحدوويم 


© ليكن المثلث 48٥0‏ . أنشئ النقطة “© صورة النقطة © وفق الانسحاب و. ,7 أي الذي ينقل 
4 إلى 8. لماذا تكون أيضا النقطة “© صورة النقطة 8 وفق الانسحاب م ,7؟ 
© ليكن 4820 مثلثاً متساوي الأضلاع. وليكن 7 المسقط القائم للنقطة 4 على القطعة المستقيمة 


00ء اى ضور 5 المت 4736 وفق الانسحاب الذي شعاعة ر 7. 
© ليكن 400 مثلثاً متساوي الأضلاع» طول ضلعه دد2. ولتكن 8 نظيرة النقطة © بالنسبة 
إلى النقطة 4 . أنشئ صورة المثلث 40٥‏ وفق الانسحاب الذي شعاعه م._ر7. 


© لتكن © دائرة مركزها 0» وليكن 4 مستقيما ممامتا لها في النقطة 4.. أنشئ الدائرة '0 


صورة C‏ وفق الانعكاس الذي محوره 0 . 


- 








© امخواص المشترحكة التحويلات المألوفة 


تشترك التحويلات المألوفة من الانعكاس والتناظر المركزي والانسحاب والتوران بالخواص 


الاتية : 


.و 


0© المحافظة على خاصة الوقوع على استقامة واحدة 
صورة مستقيم هي مستقيم أيضاء فإذا كانت 4 و8 و© ثلاث نقاط ا 
رائعة على استقاية واحدة CHA E‏ يسنا على | 


INTE 





2 المحافظة على توازي المستقبمات 
إذا كان المستقيمان ,ك وره متوازيين» كانت صورتاهما إل ويك | 
متوازيتين. ينتج من ذلك أنّ صورة متوازي الأضلاع هي أيضاً متوازي |[ 
الأضلاع. 





© المحافظة على المسافات والمساحات 
ل صورة مثلث هي مثلث طبوق عليه. 
" صورة منطقة 2 هي منطقة “72 لها المساحة نفسها. 
@ المحافظة على ٠ bi o‏ فقي ه 
لتكن [48] قطعة مستقيمة» ولتكن ['4'8] صورة هذه القطعة وفق (١‏ 
تحويل مألوف. عندئذ تكون صورة النقطة 1 منتصف [48] هي النقطة 
“7 منتصف القطعة المستقيمة ['8 '۸]. 





© المحاقظة على قباس الزوايا 


قياس زاوية 4y‏ يساوي قياس صورتها ر24 . وبوجه خاص» عندما 
يكون مستقيمان 4 و ۸ متعامدين تكون صورتاهما “4 و '۸ متعامدتين 
أيضماًء تقول إن التحويلات المألوفة كحافظ على التعافة: 

يمكننا مثلاً أن نستخلص مما سبق النتائج الآتية : 





5 صورة معين هي معين ايضا. 
2 صورة مستطيل هي مستطيل ايضا. 
صورة مربّع هي مربّع ايضا. 














د وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة 


لتكن ۸4 و 8 و0 ثلاث نقاط من مستقيم ٠4‏ ولتكن 0 نقطة غير 
واقعة على 4> بولتكن 404 و 308 و 006 مات مسا 
الأضلاع متوضعة في المستوي كما في الشكل المجاور. 

أفيت أذ النقاظ “قر و 8 و "6 واقعة على استقامة واحدة. 





9 لبرهان وقو ع النقاط 4 و 8 و €١‏ على استقامة واحدة نبرهن أنّ هذه النقاط هي صور ثلاث 
نقاط واقعة على استقامة واحدة وفق تحويل مألوف. 





المثلثات المتساوية الأضلاع هي أشكال نموذجيّة مرتبطة بالثوران. تشترك المثلثات /,40/ 
و B08'‏ و 0007© بالرأس ٠0‏ لذلك يبدو من الحكمة أن نستعمل التوران ۸ الذي مركزه 0 
وزاويته 60 بالاتجاه المباشر. ينقل هذا التحويل النقطة 4 إلى '4» و8 إلى '8» وكذلك © إلى 
07. النقاط 4 و 8 و © تقع على 4 فهي على استقامة واحدة» إذن» تقع النقاط '۸4 و '8 و “© على 


استقامة واحدة. 


إمفال | إثبات أن لمثلثين المساحة ذاقا 


لتكن © دائرة مركزها 0» ولتكن [4]ء [672]» ]27٨[‏ ثلاثة أقطار 
لهذه الدّائرة» متوضتعة كما في الشكل المجاور. أثبت أن للمثلثين 
10 و 6217 سکن مساوية.. 





9 لإثبات أنّ للمثلثين 477 و0789 مساحتين متساويتين» نثبت أن أحد هذين المثلثين هو 
صورة المثلث الآخر وفق تحويل مألوفء. فيكون المثلثان طبوقين» (ولهما من ثم المساحة 
نفسها). 





بتفخص الشكل نجد أن النقطة 0 هي منتصف القطع المستقيمة [4]ء [02]» .]2٨[‏ تقودنا 
هذه الملاحظة إلى استعمال التناظر المركزي رك الذي مركزه النقطة 0. هذا التناظر ينقل النقطة ۸ 
إلى 8 وينقل النقطة 7 إلى © كما ينقل النقطة £ إلى 7؛ وبذا تكون صورة المثلث 427 وفق 
التناظر رك هي المثلث 907 . نستنتج من ذلك أنّ هذين المثلثين طبوقان ومن ثمّ تكون لهما المساحة 
E‏ 


- 





7 تدر ہے 





© ليكن المربّع 48072 » ولتكن النقطة 7 منتصف القطعة المستقيمة [80]. أنشئ صورة المربّع 


2 


180 وفق الانسحاب ,, ,7 الذي ينقل 4 إلى 1. 


ليكن المثلث 48٥‏ › وليكن © مركز ثقله. 
© أنشئ '6 صورة النقطة © وفق الانسحاب ى ,7 الذي ينقل 4 إلى 6. 
© ه لتكن 7 منتصف القطعة المستقيمة [80]. أتكون 7 منتصف القطعة [/©6]؟ 
ه استنتج طبيعة الرباعي / 20006 . 
ليكن 4 و ۸ مستقيمين متعامدين» ولتكن 4 نقطة واقعة على المستقيم ۸. أنشئ رباعيا 
02 يكون المستقيمان 4 و ۸ محوري تناظر له. 
لیکن 0/180 مستطیلا فيه 0۸4 يساوي 8٥‏ و00 يساوي «دن6. وليكن 7 ربع دورة 
مباشرة مركزها 0. 
8 أنشيء النقاط © وك و '8 ضور النقاظ. 6 و4 و 8 وفق التحويك. .72 بالتركيب: 
© ه بين أن المثلث '088 قائم ومتساوي الساقين. 
ق انتح 0 27 يساوي 100/5 متتمترا. 


ليكن. 150 مت متساوى, الساقن اسه ١ء‏ وليكن. 4 محور كاظرة نرس مق 4 العمود 
على المستقيم (48) فيقطع 4 في نقطة 7 . 

© ما هي صورة المستقيم (87) وفق الانعكاس الذي محوره 7 ؟ 

© استنتج أن المستقيمين )5٥(‏ و(40) متعامدان. 


لتكن 4 و 8 نقطتين على الذائرة © التي مركزها 0» تحققان 90° = 2408 . ليكن ۸ 
دورانا مباشرا مركزه © وزاويته 60°. 

0 ا صورة القطة ل وف‎ AT 

© احسب قياسات زوايا المثلث 480 . 

ملاحظة : في هذا التمرين هناك حالتان. 














3 ات تعييا دان 


® لیکن 4202 متوازي أضلاع مركزه 0. 
© أنشئ صورة 4807 وفق الانسحاب م_ر7 الذي ينقل 0 إلى (7. 
© إن صورة 4801 وفق ى,_ن7 هي متوازي أضلاع., أثبت أن 7 مركزه. 
و يكن يا المنلثك ٠480‏ والتقطة 7 مقف القطعة المسنتقيمة 20 .لگن ر .كظليرة 
النقطة 8 بالنسبة إلى النقطة ۸ . 
© أنشئ النقطة × صورة 8 وفق الانسحاب ى ,2 الذي ينقل 4 إلى 0. 
© ما هي صورة النقطة 7 وفق الانسحاب ,,_ 7 ؟ 


(([66 ليكن 5 و ۸ مستقيمين متقاطعين في نقطة 0» وليكن 4 و4 منصفي الزاويتين المكونتين 
بهذين المستقيمين» وأخيرا لتكن 34 نقطة واقعة على المستقيم 5 . 
© أنشئ النقطة N‏ صورة النقطة 34 وفق الانعكاس الذي محوره 4» والنقطة 2 صورة 
النقطة 14 وفق الانعكاس الذي محوره '4. 
© علل كون المثّث 23477 قائم الزّاوية. 


6 لیکن ۸48٤٥٤2‏ متوازي أضلاع مركزه 0. 41 مستقيم متوضع كما B‏ 1 
في الشكل المجاور» ويقطع القطعة المستقيمة [07] في 77 » كما يقطع EAA‏ 
القطعة المستقيمة [80] في 1١‏ . ليكن ر6 التناظر الذي مركزه 0. ل 
© أنشئ النقطتين '/1 و ۷ صورتي النقطتين 11 و 77 وفق رك بالترتيب. 
© استنتج أنّ المستقيم )1N/(‏ يوازي المستقيم 4 . 

© نيكن 480 مثلثاً متساوي الستاقين رأسه 4رء وليكن 7 المسقط القائم للنقطة 4 على [80]» 
ولتكن 1 نقطة من [477] مختلفة عن 4 وعن 7 . يقطع المستقيم (2714) المستقيم (4)600) 
في 7» ويقطع المستقيمُ (0314) المستقيم (48) في 7.. ليكن 5 الانعكاس الذي محوره (477). 
0 يل عل كون امس 1 اشير امس CR OD‏ ك. 

له ما صورة المستقيم (4600) وفق ى ؟ 
ه استنتج أن 7 = (7)ى. 
© علل كون الرتباعيَّ 8.70 شبه منحرف متساوي الستاقين. 








- 





© تر الحويلات 


6 دائرة مركزها © و [48] أحد أقطارها. 14 نقطة واقعة على © 





مختلفة عن 4 وعن 8 . 4 مستقيمٌ يمر بالنقطة 34 موازيا المستقيم 
(48). نرسم من 4 و2 مستقيمين يوازيان المستقيم )0M(‏ 
فيقطعان المستقيم 4 في 4 و “8 على الترتيب. لتكن //1 صورة 
0 وفق التناظر الذي مركزه 14 . أثبت أن المثلث 41/11/78 مثلث قائم. 


9 نر اخل 


ل رسم الشكل. ارسم الشكل مسميّاً عليه التقاط المختلفة. 





ل بحناً عن نتائج مباشرة. 
90° = 4748 لماذا ؟ 
" يوازي المستقيمٌُ 4 المستقيم (48) والمستقيمات (/4) و88/7) و(014) متوازية أيضاء 
وهذا بتكل متوازيات أضلاع يمكن. أن نربطها باتسحابات: وهاك أيضا فطع فة 
مارب الطول. اشر الى ذلك غل الكل و اكت الات السا اة هتد 
8 بحناً عن طريق. المطلوب إثبات أنّ المثلّث ۸4/1/8 قائم. تقودنا الاستنتاجات السّابقة إلى طريقتين 
للحل. 
ا الأول استفة. من الاتمحاب قت أ المت 4/2 هو ضررة ملت وفق اتساب ها 
E O N RT‏ 
الطريقة الثانية. استفد من القطع المستقيمة المتساوية الطول. 


ر أنجز الحل في الحالتين واكتبه بلغة سليمة. 


س صوملا تتاطع سا ا ت 


¿ محور قطعة مستقيمة [800]. 4 و71 نقطتان واقعتان على 0 
نفترض أن المستقيمين (48) و(014) يتقاطعان في »N‏ وأن 
المستقيمين (460) و (8211) يتقاطعان في . أثبت أن النقطة م7 
هي صورة النقطة ١‏ وفق الانعكاس الذي محوره 4 . 








- 





و نحو اخل 
4 رسم الشكل. ارسم الشكل مسميّا عليه النقاط المختلفة. 
إ بحنا عن نتائج مباشرة. 
" تقع النقطتان 4 و 14 على محور القطعة المستقيمة [80]. اكتب علاقات المساواة بين أطوال 
القطع المستقيمة في هذه الحالة وبيّن ذلك على الشكل. 
« المستقيم 4 هو محور تناظر لكل من المثلثين 480 و1486 . عل ذلك. 
6 بحناً عن طريق. تقودنا الاستنتاجات الستابقة إلى الحل. النقطة N‏ هي نقطة تقاطع المستقيمين 
و عوعاذا عن 7 استعن بالخاضتة المناسة من الدرس. 


E 8‏ 
٥‏ مثلث متساوي الساقين» 34 نقطة من القطعة المستقيمة ‏ 
[40]ء N‏ صورة النقطة 14 وفق الانسحاب ى, 277 الذي ينقل 8 
إلى ©» و٣‏ صورة النقطة 1 وفق الدوران المباشر ۸ الذي 
مركزه 4 والذي ينقل النقطة 8 إلى ©. أثبت أنّ المثلث 0217م 
ماري ن 

1 نحو الحل 

الشتكل. ارسم الشكل مسميّاً عليه النقاط المختلفة. 









رسم 
8 بحا عن طريق. 
N‏ هي صورة 4 وفق الانسحاب ى,_و7. يوافق هذا الانسحاب متوازي أضلاع يُطلب 
تحديده. حدّد على الشكل القطع المستقيمة المتساوية الطول واكتب علاقات المساواة الموافقة. 
5 ۶ هي صورة 7 وفق الذوران ۸ . يفيد تعريف الذوران بتحديد علاقات مساواة على 
الشكل: زوايا متساويةء وقطع مستقيمة متساوية الطول أيضا. حدّد هذه العلاقات على الشكل 
واكتبها. 
" النقطة 0 هي صورة النقطة 8 وفق 2» إذن : =٥‏ (۸)8 و = (/72)3. عند 
معرفة نقطتين وصورتيهما وفق تحويلء من المفيد أن نصل بينهما وأن نكتب علاقات تساوي 
الأطوال التي يمكن استنتاجها. صيل بين النقطتين 8 و14 وكذلك بين ۶ و 0. أي النتائج 
تبر صحة المساواة )م = BM‏ ؟ 


ر ار بل ا 





- 








5 اعمال سبع الدومة 


٥‏ مثلث قائمٌ ومتساوي المتاقين رأسه 4ء 7 نقطة من القطعة 
المستقيمة [40]ء 147 مثلث قائمٌ ومتساوي الستاقين في 4 والنقطة 
7. تقع خارج القطعة المستقيمة [48]. أثبت أن المستقيمين (81) 
له معمان. 

9 ر ال 





ل بجا عن نتائج مباشرة. 
يرتبط المثلثان 84٥‏ و 147 بتحويل ربع دورة مركزه النقطة 4 . فإذا كان ۸ تحويل ربع 
دور عر TOC al TT EE a‏ 

8# بحناً عن طريق. تبيّن الاستنتاجات السابقة ملامحَ منهج للإجابة عن السّؤال المطلوب. 


ر أنجز الحل واكتبه بلغة سليمة. 


© ترف التاظ المركري 
80 متوازي أضلاع مركزه 0»› 4 مستقيمٌ مار بالنقطة 0 
ويقطع المستقيم 700) في 7 ويقطع المستقيم (48) في ©2» ۸ 
مستقيمٌ مار بالنقطة 0 ويقطع المستقيم (47) في N‏ ويقطع 
المستقيم (80) في 714. أثبت أن الرباعيَ 7112770 متوازي 
الأضلاع. 


5 غواخل 


4 رسم الشتكل. ارسم الشكل مسميّاً عليه القاط المختلفة. 








' بحناً عن نتائج مباشرة. يطرح وجودُ متوازي الأضلاع مع أقطاره فكرة الاستفادة من التناظر رى الذي 
مركزه 0 . 
ا ا و ق ا 05 
: ما صورة كل من المستقيمين Oy‏ 
* ما صورة كل من المستقيمين (80) و (02) وفق رى ؟ 


- 





8 جنا عن طريق. تُوجّهنا الاستنتاجات السّابقة نحو محاولة إثبات أن النقطة 0 هي منتصف كل من 
القطعتين المستقيمتين [1477] و[20]. ولكنّ التقطة 7147 هي نقطة تقاطع المستقيمين ۸ و (80). 
عين صورة ۸1 وفق وركى. 

كر أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 


يكن ANINE SOA‏ 
نقطلة 7 وغل القطعة المسيتقيمة 80 نقظة 7را E‏ على 
القطعة المستقيمة 41671 ونقملة 27. علي القطعة العستقيمة |2ما 





بحيث يكون 717 = 00 = 817 = 477 . أت أن 1701011 مربّع. 


9# غراخل 


4 رسم الشكل. ارسم الشكل مسميّاً عليه النقاط المختلفة. 


لل بحا عن نتائج مباشرة. 
مرخ اا كن 2149 > 770-817 = 78 
# تبدو المثلثات 297 و7606 و GDI‏ و 747 طبوقة. أثبت ذلك. 
بك بحناً عن طريق. نريد إثبات أنّ الرباعي 7767 مربّعٌ. توحي الاستنتاجات السّابقة بطريقتين ممكنتين 
للوصول إلى الحل. 
الطريقة الألى. وهي تعتمد على المثلثات الطبوقة. استفد من الاستنتاجات الستابقة لتثبت أن: 
" الرباعي 87077 معيّنء لماذا ؟ 
«AEH + BEF = 90° ®‏ لماذا ؟ 
الطريقة الثانية. وهي تعتمد على ربع دورة مركزها 0. 
۶ يدو من الشكل, أن النقطة © مركز المرتع. 4562ء هي أضا مركز اراد 
7 . من ذلك تأتي فكرة دوران ربع دورة ۸ مركزه 0 وينقل 4 إلى 8. إن ۸ 
ينقل أيضاً 8 إلى ©» وينقل © إلى ٠02‏ وينقل 27 إلى ۸. 
لنبرهن أن النقطة 7 هي صورة 2 وفق ۸. لإثبات ذلك نفترض أن / هي صورة 
وفق ۸ ثمّ نبرهن أن النقطة “5 تنطبق على النقطة ‏ نفسها. 
لماذا تقع النقطة “5 على القطعة المستقيمة [80] ؟ ولماذا يكون ۸48 = '85 ؟ استنتج 
من ذلك أن 7 = “8 وأنّ المثلث 207 هو مثلث قائمٌ متساوي الستاقين. 


لماذا تكون الات 06 و 66077 و 27107 اض قائمة ومنسارية المثاقين ؟ 





- 








e‏ واب د 


4 أنجز الحل في الحالتين واكتبة بلغة سليمة. 





699 اعمال الغاظي الل نكري 
€ وت ذائرتات: عتمالكان. کرجا في 7ء مرک اھا :0 و 
NN EST To la So a‏ 


6. المستقيم (57) يقطع الدائرة “0 في نقطة 14 ويقطع المستقيم 


(77) الذائرة “0 في نقطة "×. برهن أن الرباعي ”5171/1 





متوازي الأضلاع. 

ل بحناً عن نتائج مباشرة. الدّائرتان متماسّتان في ٠7‏ حدّد على الشكل القطع المستقيمة المتساوية الطول 
واكتب علاقات التّساوي. 

8 بحنا عن طريق. 


المطلوب إثبات أن الرتباعيّ 5771147 متوازي الأضلاع. فهل تتوفر معلومات عن توازي 
الأضلاع ؟ أو تناصف القطرين ؟ أو أطوال الأضلاع ؟ 

A 20 النعة لمشية‎ ATE E 
القطعة المستقيمة [5714] وقد استنتجنا في الفقرة السابقة أنّ 7 هي أيضا منتصف القطعة‎ 
المستقيمة ['00]. تقودنا هذه الملاحظات للتفكير باستعمال التناظر المركزي بك الذي‎ 
7 رك وا‎ 

EA TET OE‏ ر؟ وما صورة المستقيم (57)؟ وما صورة المستقيم 
(57) ؟ تنتمي النقطة 5 إلى الدائرة © وتنتمي أيضاً إلى المستقيم (57)» فعلى أي 
مستقيم تقع صورة هذه التقطة وفق التناظر رك؟ ابحث باتباع الأسلوب نفسه عن صورة 
النقطة 7 وفق التناظر ہئ. 


4 اغرال واا سنايمة: 





- 








9 اسعمال الدعمان برع دومة 
ABCD‏ مربع مركزه ٠0‏ 74 نقطة واقعة على القطعة المستقيمة [148» و7 نقطة من 
القطعة المستقيمة [80] تحقق 90° = 43/017 . برهن أنّ المثلث 34077 قائمٌ متساوي 
السّاقين. 





نحو الحل 
4 رسم الشكل. ارسم الشكل مسميّا عليه النقاط المختلفة» وحدّد عليه: القطرينء والقطع المستقيمة 
المتساوية الطول» والزّوايا القائمة. واكتب علاقات التساوي. 


# بحثاً عن نتائج مباشرة. يشكل المربّع 48٥02‏ وقطراه نموذجا يرتبط بتحويلات ربع الدورة. الزاوية 
27 قائمة» لذلك يبدو من المناسب استعمال دوران بربع دورة مركزه 0. 


8 بحا عن طريق. 
" نعلم أنّ 90° = 1/077 ء كي نثبت أن المثلث 17077 قائمٌ ومتساوي الساقين يكفي أنْ نثبت 
أن .OM = ON‏ 
* كي نبرهن أن لقطعتين مستقيمتين الطول نفسهء يكفي أن نبرهن أنّ إحدى هاتين القطعتين هي 
صورة للأخرى وفق تحويل مألوف. ليكن ۸ الذوران بربع دورة الذي مركزه 0 والذي 
ينقل النقطة 4 إلى 8. 
ما هي صورة المستقيم (48) وفق ۸ ؟ وما هي صورة المستقيم (014) وفق ۸ ؟ 
واأخراماصورة انفلا وق 5 ؟ 


ر ا کا اک بلعة سليمة. 


9 نكن 2 مربّعاً مركزه 0» وليكن 481 و 407 مثلثين متساويّي الأضلاع مرسومين 
خارج المربّع 4802 . ليكن 5 الانعكاس الذي محوره (210). 
© © برهن أن 105° = 27140 = 40ل م . 
© استنتج أنّ المستقيم (40) ينصّف الزاوية 2741 وأنه عمودي على (77). 
© برهن أن 7 = (1)ى. 
© © ما هي صورة المستقيم (77) وفق الانعكاس ى ؟ 
© استنتج أنّ المستقيمات (27) و (87) و (40) تتلاقى في نقطة واحدة. 





- 


© نین 486 مثلثا. ولتكن 7 منتصف الضلع [80]» و نقطة 
تلاقي ارتفاعات المثلث ٠ .۸8٥0‏ نسي ظرة النقطة 7 
بالنسبة إلى المستقيم »)8٥(‏ ونسمّي 7 نظيرة # بالنسبة إلى 1. 
© © أثبت أ 01 517 متوازي ا 
© استنتج أن المثلثين 481 و 4٥1‏ قائمان. 
© © أثبت أن )K1(‏ يوازي (80). 
© استنتج أنّ المثلث 4۸1 قائم. 
© أثبت أن النقاط 4 و 8 و © و × تقع على الدائرة التي قطرها [41]. 
© أثبت ثبت صحّة الخاصّة : «إذا كانت 7 هي نقطة تلاقي ارتفاعات مثلث 480 » وقعت نظائر 
النقطة 7 بالنسبة إلى أضلاع المثلث على الدائرة المارّة برؤوس المثلث ». 





0. ليكن الدوران ربع الدورة المباشر 7 الذي مركزه 0 
CETL CM SG‏ 


© استنتج أن 82 = 40 ء وأنّ المستقيمين )۸4٤٥(‏ و((8) 
متعامدان. 


او كن 0© مركز الذائرة € المارة يرورس العف المتساري 
الأضلاع ٠.48٥‏ ولتكن 7 منتصف القطعة المستقيمة [48]» و04 
مستقيمٌ يمر بالنقطة 1 موازيا (80). نرمز بالرمز ۸ إلى 
القوران المياشر ‏ الى مركز © وزاويقه 1205 : 
© ® ما ضور ة القطعة. العستقيمة |8 خ] وق ۾ © 





.]80[ وفق ۸ هي النقطة 7. منتصف‎ 1 i 
.)[7( 0 اما‎ 





(© تعن 0 مركز الذائرة © المارة برؤوس المثلث المتساوي الأضلاع 
0 » ولتكن 14 نقطة من القوس 70 الذي لا يحوي ۸. 7 
هي نقطة من [411] تحقق 110 = 117 . 
© أثبت أنّ المثلث 2110 متساوي الأضلاع ؟ 
© نرمز بالرمز ۸ إلى الذوران المباشر الذي مركزه © وينقل 4 إلى 2. 
© ما صورة المثلث 426 وفق ۸ ؟ 
© استنتج أن 47 = MC = 114 ùڵو 8M‏ + 118 . 





0 02 مربّع مركزه 14.0 نقطة من الضّلع [48]. يقطع المستقيمٌُ المار بالنقطة 8 
عموديًا على (/01) المستقيم (47) في 2 . بالاستعانة بتحويل تختاره» أثبت أنّ المثلث 


0 لیکن ۸8٥‏ مثا متساوي الساقين» وا 4 . ننشئ خارجه مربعين 4817 و '0271) 4 . 
بالاستعانة بتحويل تختاره» أثبت أن 8٣‏ - 7/6.» وأن المستقيمين (07) و(87) متعامدان. 











نسمّي مجمنماً منتظماء كل مج فو ا ان 
مُنتظمة طبوقةء وكل رأس فيه ينتمي إلى العدد نفسه من الوجوه. هناك 
فقط خمسة مجسمات متعثدة اا ا ا 
الأفلاطونيّة» وهي : 


رباعي الوجوه المنتظم 


Tetrahedron 


ماي الوجوه المنتظم 


Octahedron 


ذو الاثني عشر وجها المنتظم 


Dodecahedron 


ذو العشرين وجها المنتظم 


Icosahedron 





حاول بالاستفادة من المخططات الشبكيّة المببّنة أعلاه أن تصنع بنفسك 
هذه المجسمات باستعمال الورق المقوى. 











المندسة القراعية 


كثيرا ما نحتاج عند دراسة الهندسة الفراغيّة إلى رسم مجمتمات لأشياء ثلاثيّة الأبعادء ولإعطاء 
الانطباع الصّحيح يجب اتباع بعض القواعد الأساسيّة وهي : 





TT 

© ترسم القطع المستقيمة المرئيّة بخطوط مستمرة» وتراستّم غير المرئيّة منها بخطوط متقطعة. 

MA ©‏ مستفيات مدر 1. 

8 کے الميتقيمات المشاطعة في اقرا مستقيمات مقاط رر نے اط کے کے .على ن 
واحدة على استقامة وأحدة. 

© يُرسم منتصف قطعة مستقيمة في منتصف القطعة المرسومة. 

© يُرسم الوجة الواقع في المستوي الأمامي بقياسه الحقيقي. مثل الوجه 4877 في المكعّب أعلاه. 

8 عموم لا تمل الات المتعامد کی القر اخ س مات اة كما فى حال السات 
(2077) و (2077) في المكعب أعلاه. 


7 تحدوويم 


© بين أي الرّسوم التالية» لا يمثل مجستما تمثيلا منظوريّاء وأعذ رسمه مُصححا في دفترك. 
0 @ 





© 0 














©© قواعد التلاقى 


0 بثلاث نقاط ۸ و 8 و ٥‏ ليست على استقامة واحدة يمر مستو واحدء 
نرمز إليه (480). 





© إذا كانت ۸ و 8 نقطتين من مستو 2» وقعَ كامل المستقيم (48) 
في 7. 


© إذا تقاطع مستويان كان تقاطعهما مستقيما نسمّيه فصلهما المشترك. 








" في رباعيّ الوجوه 48٥02‏ نرى أنّ المستقيم (472) هو تقاطع 7 
المستويين (487) و (4017). 

* النقطتان 4 و8 هما نقطتان من المستوي (480)» إذن تنتمي 
جميعٌ نقاط المستقيم (48)» ومنها النقطة × مثلاء إلى المستوي 
.(ABC)‏ 


@ فهر 


في رباعيّ الوجوه 4807 المجاورء يبدو المستقيمان (41) و(77) متقاطعين» ولكنهما في 
الحقيقة غير ذلك لماذا ؟ 


لنفترض على سبيل الجدل تقاطع المستقيمين )7×K(‏ و(47) في ARS‏ 
نقطة 14. عندئذ نستنتج من انتماء النقطتين × و34 إلى المستوي 72 SS‏ 
C‏ 


(480)» أن المستقيم (1۸)ء وهو نفسه »)7۸K(‏ واقعٌ في هذا المستوي» 
كون (40) فصلهما المشترك. 











2 





1 قال إثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة 
ليكن المستوي 2. ولتكن 4 و 8 و © ثلاث نقاطٍ ليست على استقامة 
واحدة ولا تقع في 2. نفترض أن (48) يقطع 2 في »٥'‏ وأن 
(40) يقطع ۶ في '8» وأ (80) يقطع 2 في /4ء أثبت أن 
النقاط ۸4 و '8 و "0 تقع على استقامة واحدة. 
9 لإثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة يكفي أن نثبت انتماء هذه النقاط معا إلى مستويين 
" لما كانت النقاط ۸ و8 و١٥‏ لا تقع على استقامة واحدة» فهي تعيّن مستويا (480) . 
" النقطة /4 تنتمي إلى (480) لأنها نقطة من المستقيم )8٥(‏ المحتوى في (480). 
* وكذلك نرى أ التقطتين 8 و "© هما نقطتان من المستوي (480). 
" إذن تنتمي النقاط /4 و '8 و0 إلى المستوي (480) وهي أيضا تنتمي إلى المستوي 2. 
فهي إذن تنتمي إلى تقاطعهما أي إلى فصلهما المشترك. 
التتيجة : تنتمي النقاط '۸4 و/8 و02 إلى الفصل المشترك للمستويين (480) و2 فهي إذن تقع 
على استقافة و احده. 


2ه رب 
ليكن 48072587067 مكعباً. ولتكن 7 نقطة من الحرف [48] 
و ل نقطة من الحرف [06]. 
© بالاستفادة من قواعد التلاقي» أثبت ع أن N‏ 7 و آل تنتميان 
في آن معاً إلى المستويين (487) و (001). 
© ما هو إذن تقاطع المستويين (487) و (0061)؟ 





© ليكن 4802 رباعي وجوه. ولتكن '8 نقطة من الحرف [88] 
مختلفة عن 8 و( و "0 نقطة من الحرف [02] مختلفة عن 0 
و2. نفترض أن المستقيمين (8/"07) و (80) يتقاطعان في نقطة 
7 . عيّن تقاطع المستويين (480) و .)۸8'٥'(‏ 








- 





© التوامرييةالفراعغ 


" إذا وقع مستقيمان في مستو واحد ولم يشتركا بأية نقطة قلنا إنهما متوازيان. 
" إذا لم يشترك مستويان وال قلنا إنهما متوازيان. 
" إذا لم يشترك مستقيمٌ مع مستو بأية نقطة» قلنا إنهما متوازيان. 
ونصطلح أن نطلق صفة التو از ي على مستقيمين منطبقين أو مستويين منطبقين أو مستقيم 
دح المستقيماتع المتوازية 


المستقيمان. الموازيان لثالث متوازيان. أي إذا وازى كل من المستقيميق 4 وك المستقيم ,ل 
كان المستقيمان ,0 و رل متوازيين. 


a‏ 2 و 
کد مبرهزة 1 7 





لیکن ۶ و”“72 مستويين متوازيين. عندئذ كل مستو © قاطع املس < 


متوازيين. 








ليكن 0 و7 مستقيمين متوازيين» وليكن 2 مستويا يحوي 0 
و '۶ مستويا يحو ي 47 » ولنفترض أن المستويين 72 و'72 
يتقاطعان بفصل مُشترك 5 . عندئذ يوازي ۸ كلا من 4 و'0. 


لك المستوياته المتوازية 
مسد ون الجر روات التالك ست ريا أي TE‏ المسبرين 1 المسسري 0 
كان المستويان 72 و 2 متوازيين. 
إذا وازى مستقيمان متقاطعان ,04 و/04» محتويان في مستو 7» 
على التو الي مستقيمين متقاطعين رل و ,0 محتويين في مستو 
۶ . عندئذ يكون المستويان ۶ و2 متوازيين. 














- 


87 ميرهنة 4 


إذا كان 0 و d'‏ مستقيمين متوازيين» عندئذ يعون المستقيم 0 





لنتأمّل هرماً £4802 قاعدته متوازي الأضلاع 48072.. وليكن 
۸ الفصل المشترك للمستويين (848) و(607). أثبت أنّ ۸ 
هو المستقيم المار” بالنقطة £ موازيا للمستقيم (48) أو (02). 


" لا يظهرٌ المستقيمُ ۸ في الشكل» ولكن يشترك المستويان (848) و(502) بالنقطة £» فهي 
إذن تقعٌ على الفصل المشترك ۸. 








" المستقيمان (48) = 0 و (072)) = ”0 متوازيان» لان 802 متوازي أضلاع» ويحوي 
المستوي (548) = 7 المستقيم ٠4‏ وكذلك يحوي المستوي ((507) = “7 المستقيم '4. إذن 
نستنتج مباشرة» استتنادا إلى المّبرهنة 2ء أن الفصل المشترك ۸ يوازي كلا من 4 و '4. 


* وبالنظر إلى النقطتين الستابقتين نرى أن المستقيم ۸ هو المستقيم 
المار بالنقطة £ موازيا المستقيم (۸8). 








هذا ل كيف نتعرّف المستقيمات والمستويات المتوازية ؟ 


لنتأمّل متوازي المستطيلات 4180101077 . 
© عيّن مستقيمات تمر بالنقطة 8 موازية للمستوي (8007). 
© عيّن مستقيمات غير متقاطعة وغير متوازيّة. 








- 








« نا گان المسفويان. (۸588) و ([866) متوازیین استتتجتا أن كل 
مستقيم 4 محتوى في (/47777) يوازي المستوي (800©7). فعلى 
سبيل المثال نرى أن المستقيمات (24) و (22) و (24) توازي 
حبيعا السترى eel‏ 





يقع المستقيمان (706) و )8٥(‏ في مستويين متوازيين مختلفين» فهما 
لا يتقاطعان» ومع ذلك فهما غير متوازيين» لأنّ المستقيم (776) 
يوازي المستقيم 20) وهذا الأخير يتقاطع مع (90). 


©ذ تدر ج 
© في رباعي الوجوه 4807 » لتكن 7 منتصف [48]» و آ منتصف [80]» و × منتصف 
ا00 و أخيرا ر مخضت (7]. 


© أثبت أن المستقيمين ([1) و (7۸) متوازيان» وأن المستقيمين (157) و (11) متوازيان. 
© ما نوغ الرباعي ,7711 ؟ 








© ليكن لدينا المكعتّب 480727870172 . ولتكن ۸ نقطة من [48]ء 
ولتكن 27 نقطة تقاطع المستوي (757711) مع المستقيم (2). 
أثبت توازي المستقيمين (777) و (1177). 





© ليكن لدينا الهرمُ 5/4807 الذي رأسه £ وقاعدته متوازي الأضلاع 4807 . ولتكن 14 

نقطة من [50] ولتكن 77 نقطة من [58]. نفترض أن (3177) يوازي (80). 

© أثبت أن المستقيمين (47) و (2711) متوازيان. 

© في المستوي (4701177)» يتقاطع المستقيمان (477) و (1011) 
في النقطة 2 . 
4 أثبت أن 2 تنتمي إلى كل من المستويين (548) و (580). 
8 أثبت أنّ المستقيم (5۶) هو الفصل المشترك للمستويين 

.(SDO) ۾‎ (SAB) 

8 استنتج أن (5۶) يوازي (48). 





- 





6 التعامد يك الماح 


ملكا تعاحد مستقيو ومستو 


7 ربو 
عمودي على 7 إذا كان 4 عموديًا على مستقيمين مختلفين من 7 
يمران بالنقطة 7. وعندهاء نقبل أن المستقيمَ 4 يكون عموديّا على 
جميع مستقيمات المستوي 2 المارة بالنقطة 1. 


© مبرهنة 5 
المستويان العموديّان على المستقيم نفسه متوازيان. 
المستقيم العموديّ على أحد مستويين متوازيين عمودي على الآخر. 


© ميرهنة 6 
المستقيمان العموديان على المستوي نفسه متوازيان. 
المستوي العمودي على أحد مستقيمين متوازيين عمودي على الآخر. 








لل- تعاحد مستقيمين في الفراع 


7 عرب 


ليكن لدينا مستقيمان 0 و5 غير واقعين في مستو واحد بالضرورة. 2 , 
نقول إن المستقيمين 0 و ۸ متعامدان» إذا كان المستقيم '4» المار اا 
بنقطة ما 1 موازيا 4» عموديًا على المستقيم ۸ المار بالنقطة 7 1 

نفسها موازیا ۸. 


ق هذه الخاصئة صبحيحة أبا كانت النقطة 7 . 











© رند 7 
ليكن 4 مستقيما عموديًا على المستوي72. عندئذ يكون 4 عموديا 
على كن مستقيم A‏ محتوى في (0. 





© لأ 4 عمودي” على المستقيم أ المار بالنقطة ر مواريا ل 


کے 


م 2 
٤‏ ۸ هبيرهزة 8 
3 





حتى يكون مستقيم 0 عموديا على مستو ۶ يكفي ان يكون 4 


کڪ 


م هو 
کر ١‏ 
3 . و شْ 
ڪج 








كل مستقيم عمودي على أحد مستقيمين متوازيين يكون عموديًا على الآخر. 





(54) مستقيمٌ عمودي على مستو 7 في ء و۸ مستقيم في 7 لا 
يمر بالنقطة 4.. ليكن × المسقط القائم للنقطة 4 على . برهن أن 
المستقيم ۸ عمودي على المستوي (5476). 








في الحقيقةء المستقيمٌ 4 عمودي على (47) استنادا إلى الفرض. والمستقيم ۸ عمودي على 
(5) لان (54) عمودي على المستوي 7 فهو عمودي على جميع مستقيماته ومن بينها ۸ وذلك 
عَمَلا بالمُبرهنة 7. إذن المستقيمٌ ۸ عمودي على المستوي (947) لأنه عموديٌ على المستقيمين 
المتقاطعين )4K(‏ و (54) اللذين يحويهما المستوي (947) وذلك بناءً على المُبرهنة 8. 


ليكن © مخروطا دورانيًا رأسه 5.. وليكن 0 مركز قاعدته الواقعة 
کے ھی تر کال في المسترى 2 مق ۸ بسر قاهدة 
المخروط في نقطة 1 منها. أثبت أن ۸ عمودي على المستوي 
(501)» واستتتج أنه عمودي على المولد (614). 








- 





* لإثبات المطلوب يكفي أن نبرهن أن ۸ عمودي على مستقيمين متقاطعين في المستوي (501/1) . 

" ولكنَ ۸ عمودي على (014) لأنه مماسً لدائرة قاعدة المخروط و[011] نصف قطر فيها. 

" نحن إذن أمام الوضع المبيّن في المثال السابق وقد استبدلنا بالمستقيم (476) المستقيم (01/1)» 
وبالمستقيم (84) المستقيم (50). وعليه يكون ۸ عموديا على المستوي (5014). ويكون من ثم 











ليكن المكعّب 1280010207077 . أثبت أن المستقيم (56) عمودي على © 
المستوي (122817711). 





يكدى برهان أن (776) عمودي على مستقيمين متقاطعين واقعين في المستوي (1028117). 

" القطعتان المستقيمتان [7/6] و['77] هما قطرا المربّع 77/706 . إذن المستقيمان (26) و (77) 
متعامدان. 

" المستقيم (137) عمودي على المستوي (7770677) فهو عمودي على جميع مستقيماته. وبوجه 
خاص (87) عمودي على .)5G(‏ 
وهكذا نر ى أنّ (276) عمودي على المستقيمين المتقاطعين (87) و(778)» فهو عمودي على 
المستوي (1228117). 


7 قحاوويم 


لتكن © دائرة في المستوي 2 قطرها [48]ء وليكن ۸ المستقيم العمودي في 4 على 
المستوي ‏ . نتأمّل نقطة 14 من 6©» ونقطة N‏ من ۸. 
© أثبت أن المستقيمين (14) و (18) متعامدان. 

© أثبت أن المستقيم (117) عمودي على المستوي (241177). 
© استنتج أن المستقيمين (348) و (1107) متعامدان. 








- 








الإجابات الثلاث المقترحة فيما يأتي : 


# المستقيم (5) يوازي : 


0 المستوي (281772). © المستقيم (18). © المستقيم (00) . 
المستوي (72478) يوازي : 

00 المستقيم ((21). © المستوي (200). © المستوي (27072). 
المستقيم (1770) عمودي على : 

0 المستوي (7060) . © المستوي ((747). © المستقيم (2477). 
إذا كان 2 = 48 فطول القطعة المستقيمة [8[] يساوي : 

./12 © Eo .2/3 ® 

A 5‏ 
و امل رباعيَ وجوه منتظم 00 .ء أي وجوهه مثلثات متساوية 

الأضلاع. لتكن النقطة 1 منتصف [80] والنقطة ل منتصف 

[0]. بيّن الإجابات الصحيحة من بين الإجابات الثلاث المقترحة م ۹ 

فيما يأتي : ° 
المستقيم (757) يوازي : 

0© المستقيم ((81). © المستوي ((8۸4). © المستقيم (۸48). 
م تقاطع المستويين (477) و (24200) هو : 

0 المستقيم (۸48). © المستقيم (47). © المستقيم (17). 
چ في رباعي الوجوه 48٥02‏ يكون : 

A O‏ قل = .AI‏ © 477 متساوي الستاقين. © 477 متساوي الأضلاع. 





- 





9ك نتأمل رباعي وجوه ABCD‏ . النة لنقطة 14 هي النة لنقطة من القطعة المستقيمة 4 
M‏ 
[لققم] الك كى اة 8 = AM‏ والنقطة ١‏ هي التقطة من م 
B‏ 
D‏ 
2 


401] التي تحقق المساواة 5,10 = 477 وأخيراء التقطة / هي 





منتصيف 45ا 
© أثبت أن (3477) يقطع »)8٥(‏ وأنّ (272) يقطع ((01)» وأنّ (112) يقطع (82). 
© نسمّي 7 و J‏ و × نقاط التقاطع المتابقة بالترتيب. أثبت وقوحَ هذه النقاط على استقامة 
واحدة. 
98 غر اخل 

4 بحاً عن نتائج مباشرة. المستقيم (1477) محتوى في المستوي (480). ارسم المثلث 48٥‏ وضع 
عليه التقطتين 24 و76 محترماً النسب في نص المسألة. هل المستقيمان (3/37) و(80) 
متوازيان؟ كرئر الأسلوب نفسه لإتمام حل السؤال الأول. 

4 بحناً عن طريق. ارسم النقاط 7 و ل و ؛ نقاط تقاطع المستقيمات (1477) و (375) و (142) مع 
المستوي (80) بالترتيب. كي نبرهن وقوع 7 و7 و على استقامة واحدة يكفي أن 
نبرهن أنها تنتمي إلى تقاطع مستويين. عيّن هذين المستويين. 

ر أنجز اش وده علبي 


@ ناس رباعيّ وجوو 4807. لتكن ۸ منتصف [48]ء ولتكن ۲ ٠‏ 4 


.AN = “AC SIGE بتحنب 1م‎ 





المطلوب هو رسم تقاطع المستوي (74727) مع وجوه رباعي الوجوه م 
ABCD‏ . حك 
98 حر ال 
4 جنا عن نتائج مباشرة. تنتمي النقطتان 214 و77 في آن معا إلى كل من الوجه 48٤‏ والمستوي 
(34772). إذن» القطعة المستقيمة [1477] هي تقاطع هذا الوجه مع المستوي (31772). ويمكننا 
أن نستنتج بأسلوب ممائل أن [275] هو تقاطع الوجه 101 مع المستوي (731772). 
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# بحناً عن طريق. بقي أن نعيّنَ تقاطع المستوي (147727) مع الوجهين الآخرينء لذلك نهتمٌ بتقاطع هذا 
المستوي مع مستويي هذين الوجهين. 
" لماذا يتقاطع المستقيم (3477) مع المستوي (901)؟ لتكن 7 نقطة التقاطع هذه. 
" لماذا يكون المستقيمٌ (12) تقاطع المستويين (1175) و ((801)؟ 
" استنتج أنّ تقاطع (34772) والوجه (207 هو القطعة المستقيمة [20] وعيّن .Q‏ 
ر آنجز الرسم المطلوب. 


3© نتأمل رباعيٌ وجوه منتظماً 80 . ونضع عليه النقطة 7 منتصف 
[60]: ترس القظعتين المستقيمتين. [47] وى [87].. المطلوب إغات أن م B‏ 
المستقيمين (48) و (07) متعامدان. 
8 غر ال 
4 بحا عن نتائج مباشرة. وجوه 4802 مثلثاث متساوية الأضلاع» والنقطة 7 هي منتصف الضلع 
[02]» ماذا يمكنك القول إذن عن [47] و [81] في المثلثين 407 و 7017 ؟ 





4 بحناً عن طريق. لإثبات تعامد المستقيمين (48) و(2©) يكفي أن نثبت أنّ أحدهما عمودي على 
مستو يحوي الآخر. إذن يكفي أن نثبت أن (07©) عمودي على مستو يحوي (48) أو أن 
(48) عمودي على مستو يحوي (CD)‏ 

" نتائج النقطة السابقة تبيّن لنا أي الخيارين السابقين هو الأنسب. 
* بين لماذا يكون المستقيمُ (072) عموديًا على المستوي (۸81) ؟ 
" استنتج أن (01) عمودي على (۸8). 

ر أغجر الحل واكتبه بلغة سليمة. 


© تال كا 45002707 :طول .طلعه. و46 فيه 0© وان 
مركزا الوجهين 42807 و 470777 بالترتيب. احسب أطوال أضلاع 
المثلث '060. 
99 نحو الحل 
4 بحناً عن نتائج مباشرة. عندما نري حساب أطوال أو زوايا في الفراغ» نبحث عن أشكال مستوية حتى 
e‏ من الاستفادة من المبرهنات المعروفة في الهندسة المستوية. مثل مُبرهنة فياغورثء أو 
مُبرهنة تالس أو غيرهما. 











- 





# بحثاً عن طريق. نريدُ حساب أطوال أضلاع المثلث '060. 
" نبحث عن شكل يفيد في حساب '00» ولكنّ © مركز المربّع 4807» إذن 0 
منتصف [10/]» وكذلك '0 منتصف [477]. ارسم المثلث ۸۸11٥‏ واستنتج 00 . 
* لنبحث عن شكل يفيد في حساب 06. إن [06] ضلعٌ في كل من المثلّثات 607»: 
و00© و07© وغيرها. لماذا ترى من المفيد اختيار المثلثث ٥40؟‏ ارسم المثلث 
00 و 0€: 
« أعد الطريقة السابقة لحساب @'0. 


a ر‎ 





وچ نتأمل مكعبا 48072870677 طول ضلعه «ده4. ارسم مخططا 
شبكيا يمثل الشكل المستوي المتضل. الممس لسطح رباعي الوجوه 
EACH‏ . 
#إ غر اخل 
4 بحناً عن نتائج مباشرة. إن [40] و [077] و [74] أقطار مربّعات طول ضلع كل منها ط4. ما 
نوع المثلث 4077 ؟ 
ف بجنا عن طريق. 
ري شك لسري لمعيل شين راع الجر" لل نر ري عو اهنا E‏ 
واحداً تلو آخر بعد أن نختار للبدء وجهاً يهل رسمه. 
« بعد المناقشة الستابقة يمكننا أن نبدأ بالمثلث 407# . أنشئ هذا المثلث انطلاقا من مربّع 
طول تلعة E‏ 
* أثبت أن بقيّة أوجه رباعيّ الوجوه في قيد الدراسة هي مثلثات قائمة: 0 عين الزاوية 
القائمة في كل منها. 
" أنجز رسم الشكل المستوي المتصل الذي يمثل سطح رباعيّ الوجوه 077 74 . 








8 لیکن 480171970677 متوازي مستطيلاتء فيه : 
AB =— BC - 4cm‏ وف AE ¬—=3cm‏ 
0 أثبت أن المثلث 592 مثلث متساوي المتاقين. 
© ارسم بالقياس الحقيقئ مخططأ شبكيّا يمثل الشكل المستوي 0 
المتصل الموافق لسطح 547817 . 
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- 





9© ین لدينا رباعي الوجوه 4807 . ولتكن ۸ نقطة من [80]. 
نرسمٌ من 1 مستقيما موازيا للمستقيم (48) فيقطعْ (40) في 27 
ونرسمٌ كذلك مستقيما موازيا للمستقيم (07) فيقطعْ ((87) في ل 
المستوي (3177) يقطع المستقيم (47) في 77. 


ع 


© أثبت أن كلا من المستقيمين (207) و (77) يوازي المستقيم (05). 
© أنبت: أن كلا من المستقيمين. (/73) و[11/7) يوازي المستقيم (48). 
© ما نوع الرباعي 711777 ؟ 





0 ليكن لدينا اک الوجوه .۸8٤0(‏ ولتکن // من |8 للىاء 
و نقطة من [40]» و @ نقطة من [47]. نفترض أن المستقيمين 
(7) و (80) غير متوازيين. وكذلك الأمر بالنسبة إلى المستقيمين 
(۳6) و (2©) والمستقيمين (706) و ((87). 





E‏ امسر نت o‏ )و AD‏ و راشف 
© لإنشاء تقاطع المستوي (270) مع المستوي )8٥0((‏ فعلنا ما يأتي : 
” عرفنا × نقطة تقاطع (7©) مع (02)ء وعرفنا 8 نقطة تقاطع (67) مع (82). 
فيكون المستقيم (8776) هو تقاطع المستويين (870) و (807).“ 
أثبت صحّة هذا الإنشاء. 
© لتكن 7 نقطة تقاطع (57) مع (8072). هل تتقاطعٌ المستقيمات (80) و (HK)‏ و (EF)‏ 
في [؟ 


و لیکن 180717071 مکعبا طول ضلعه ہ4 وليكن © مركز المربّع 77017 . 
© أثبت أن المستقيم (07) هو الفصل المشترك للمستويين )£26G(‏ © 
و .(HDBF)‏ 
© ارسم بالقياس الحقيقئ المستطيل 757787 وعيّن عليه النقطة 0. 
© أثبت أن المستقيمين (7878) و ((07) متعامدان. 
© أثبت كذلك تعامد المستقيمين ((81) و (86). واستنتج أن (206) 
عموديٌ على المستوي (1۴82)» وأنه من ثَّمّ عمودي على (18). 


ع 


© أثبت أن (778) عمودي على المستوي .)(5G(‏ 


0 








- 











و ليكعن ABCDEF‏ ر قائما قاعدتاه )472 و 722/72 .ولتكن النقطة 7 منتصف EF")‏ ) 


و 0 مركز المستطيل 80777. وأخيرا لتكن 1 نقطة تقاطع (40) مع المستوي (771). 


أثبت أن الرباعي 7771714 متوازي الأضلاع. 


ر3 لیکن 8٥C2‏ 5۸ دري E‏ المربع 82 4 الذي مركزه 0 . نفترض أن : 


OA OBO OD 

ونعرف 7 نظيرة $ بالنسبة إلى 0. 

8 قت 45ت SC‏ و “قله - SD‏ 

© أثبت أن الرباعيّين 8۸47٥‏ و £872 مربّعان. 

© ت ا اه الشانية ال 51177 مات مارب 
الأضلاع. ما اسم هذا المجسّم ؟ 

114 يكن 23677177627 مکی طول صضلاعه 4ء ولتكن. 7 قا 
من [5]ء و ۸ نقطة من [۴8] ول نقطة من [۳6] تحقق 
الشروط: 

FI =1cm‏ و FJ = 3cm‏ و =2cm‏ كار 
ارسم بالقياس الحقيقي مخططا شبكيًا مستويا متصلا لسطحي جزأي 
المكعّب بعد قطعه وفق المستوي (1716). 
TIE ITO CN N‏ 


15 لیکن 4801211617 متوازي مستطیلات»› فيه: 
AE = BC = 4cm‏ و .AB = 6cm‏ 
لتكن النقطة 7. منتصف [56]» والنقطة 1 من [42] التي تحقق 
الشرط ص1 = 47 . 








ا 0 ا كلق ك 


© نكن نينا باعي ال وجوه المنتظم B2‏ » نفترض ل مد 5 = 48 . ولتكن 7 وال وK‏ 
منتصفات حروفه [48] و[460] و[42] بالترتيب. ارسم بالقياس الحقيقيَ مخططا شبكيا 
ستريا صا يون يبلج ا الذي تحميل عليه بعد حذف رياه الرجوة 21117 من 


رباعيّ الوجوه 18017 . 





- 





35 ليكن رباعيّ الوجوه 9480٥0‏ الذي نفترض فيه أنّ (5) عمودي على (480) وأنّ المثلث 

180 قائمٌ في 8 . 

© © أثبت أن المستقيمين (90) و (54) متعامدان. 
© أثبت أن المثلث 580 قائم في 8 . 

© لتكن 7 نقطة من [48] » ترسم المستوي المار بالنقطة 77 
عموديًا على (48)» فيقطع (10) في النقطة 1» ويقطع )5٥(‏ 
في Jل»‏ ويقطع (58) في ×. 
© أثبت أن المستقيمين (80) و(277) متوازيان. 
© أثبت أن المستقيمين (7287) و )K7(‏ متوازيان. 
© أتبت كذلك أن المستقيمين (12727) و (54) متوازيان. واستنتج توازي (5]27) و (17). 





© أثبت أن 287777 مستطيل. 
© نفترض أن 1= ۸48 وأن 2 = 50 = 84 وان « - .AH‏ 
© أثبت أنّ 2# = 77 بتطبيق نظريّة تالس في المثلث ۸8٥‏ . 
© أثبت أن ( -2)1 = #۸ بتطبيق نظريّة تالس في المثلث 548. 
© احسب (4)4 : مساحة المستطيل 27771 بدلالة . 
® أثبت أن “(2 -1) -1 = (ه -4)1. 
© ما هي قيمة ‏ التي تجعل (4)5. أكبر ما يمكن؟ عيّن عندئذ موضع 7 على [48! 
وبين طبيعة التباعيّ 7776 في هذه الحالة. 








الاشعة وامندسة التحليلية 





© الأشعّة والمساواةالشعاعية 
© جم الأشخة وطرحها 

3 فش 
© الامرتباط امخطى لشعاعين 
© متزية دا 





لا يعرف أصل قاعدة متوازي الأضلاع في جمع الأشعّة نظراً إلى 
بساطتها وحدسيتهاء وقد تكون قد وردت في عمل عاط ا 
لأرسطوطاليس» وهي موجودة في ميكانيك هيرون الاسكندري من 
القرن الأول للميلادء وهي أول النتائج الواردة 5 ا 
الذي حمل اسم مبادئ الرياضيات )1687( .Principia Mathematic®‏ 
لقد تعامل نيوتن حصريا مع مقادير شعاعية مثل السرعة والقوة» ولم 
يذكر مفهوم الشعاع بصفته مفهوما قائما بذاته. أمّا الذراسة المتهجية 
للأشعة فهي من نتاج القرنين اا 2 ا 

نشأت الأشعّة أول ما نشأت في الك را 07 ا 
عشر مع التمثيل الهندسي: للاعداد ا ا 
مثل و سل آءووه171 و ار غاند 01مندع4 وغاو س 31155>) وغیر همء 1 
الأعداد العقديّة بصفتها نقاطا في الستري) أ ا 
تتالت أعمال العديد من العلماء مثل O Û.‏ 
هذا المفهوم في صيغته الحا O Î‏ 
من المفاهيم في الفيزياء والرياضيّات التطبيقيّة. 








© متقدّمةعامة 


لنتأمّل الشكل الآتي الناتج عن رصف مقاطع زخرفيّة متماثلة» ولنحاول الإجابة عن الأسئلة الآتية : 


- الله - - 
ك م لتنج لعن لليهم ‏ 


HHA EDE Eh Hb لها‎ 





0 1: اباك TICE‏ 
© في كل من الحالات الآتية عيّن صورة كل من المقطعين © و © وفق الانسحاب: 


©» ١ر‏ ,7 الذي ينقل 4 إلى '4 . ©» م ,7 الذي ينقل 4 إلى . 


© لنحاول فهم لماذا كان لهذه الانسحابات تأثيرات مختلفة على المقاطع الزخرفية. 
# أيكون للمستقيمين (/4) و(42) المنحى نفسه ؟ أي هل هما متوزيان ؟ 
© للمستقيمات (4/7لك4) و(474) و(22) المنحى نفسه. قارن جهة الانتقال» من 4 إلى '۸ء 
ومن 4 إلى ١711‏ ومن ( إلى 77 . 
# قارن طولي '۸۸ و 217 . 


2 انسحابات متمائلة 


© في كل من الحالات الآتية عيّن صورة كل من المقاطع © و© و © و © وفق الانسحاب: 


# بر ,7 الذي ينقل 4 إلى '۸. » بر و7 الذي ينقل 8 إلى '8. 
# ى7 الذي ينقل © إلى '0. © ر ر7 الذي ينقل 72 إلى '(. 


» ب 7 الذي ينقل 5 إلى '28 . 

© اشرح لماذا كان لهذه الانسحابات التأثير نفسه على المقاطع الزخرفيّة. 

© باستعمال نقاط أخرى من الشكلء اذكر انسحابا آخر تأثيره على المقاطع الزخرفية يماثل تأثير 
ا 
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© الأشعة 
الانسحاب الذي ينقل 4 إلى '4 ينقل أيضاً 8 إلى '8» وكذلك ينقل © إلى 407..... نقول 
إن الأزواج ('4,4)ء ('8,8)» ('0,0)ء.٠٠»‏ التي تكوّن كل منها من نقطة وصورتها وفق هذا 
الانسحاب تعرف كائنا واحدا نسميه شعاعاً ونرمز إليه بالرّمزن ت (ونقرؤه ”الشعاع ,“). 
نرمز خض إلى هذا الشجاع ارمز 44 للتذكير .يمل هذا الشعاع الذي .فيذؤاه لع ى 88 
أو 607 ار معدن فتكتب 
CC = ٠‏ د AA = BB‏ دع 
© يقول ساطع ”الشعاعان 4۸4 و 4۸4 متماثلان“. اشرح لماذا جافاه الصواب. 
© باستعمال النقاط في الشكل » اذكر أشعة أخرى تمثل كلا من الشعاعين 80 و 817 . 


© الاشمّة والمساواةالشعاعية 
دح المنحي والجمة 


عندما يكون مستقيمان متوازيين نقول إن لهما المنحى نفسه. وعندما نعطى منحى ما بواسطة مستقيم 
(48) يكون لدينا جهتان ممكنتان : جهة من 4 إلى 8ء وجهة أخرى من 8 إلى ۸. 


5 B 
الأانسحاي والفساواة الشعاعبة‎ 


لتكن 4 و 8 نقطتين مختلفتين كما في الشكل . الانسحاب الذي ينقل 4 إلى 8» ينقل أيضا © إلى 
»و8 إلى #ء و 34 إلى ١ء‏ و2 إلى .Q‏ نقرن بهذا الانسحاب الشعاع ت الذي 

لعا منحاه : محدد بالمستقيم (۸8). 

لعا جهته : من 4 إلى 8 . 

5 طوله : طول القطعة المستقيمة [48]. 
ويمكن أن نرمز إلى هذا الشعاع أيضا بالرّمز 
8 (بداية الشعاع 4 ونهايته 8)» أو 07 





' 20 ررك را MD‏ راو كك 
او FEF‏ أو .... هذه جميعا ثل الشعاع u‏ 








" القول إن 02 = 48 يعنى أن الانسحاب الذي ينقل 4 إلى 8 ينقل 
أيضاً 0 إلى 2» وعندها نسمي هذا الانسحاب : الانسحاب الذي در كر 


شعاعه 48 . 0 
8 ل ر تاع متسازيان يعني 1 ليما الت ننسه والجهة سا 
والطول نفسه. 8 


* لتمثيل شعاع ما ت يمكننا اختيار مبدأ كيفيٌ لهذا الشعاع» فإذا كان 0 
8 = ت وكانت 7 نقطة من المستوي أمكن رسم الشعاع MN‏ الذي 
نج ل 
في الجفيقة کی الخاصلة ی الأنية : 


7 خاسة ممع : 

" إذا كان الرباعي 4807 متوازي الأضلاع كان 70 = 48.. “<> 

" وبالعكس» إذا لم تكن النقاط 4 و8 و© على استقامة واحدة» وكان 0 
0 = 48 كان الرتباعيّ 4802 متوازي الأضلاع. 


أصحيح أن الشرط اللازم والكافي لتحقق المساواة الشعاعيّة (٥‏ = 48 هو أن تكون القطعتان 
المستقيمتان [460] و [870] متناصفتين» أي أن يكون منتصف [4600/] منطبقا على منتصف [(8] ؟ 








91 
TTT‏ سس ساس كاك اكاك STEM‏ 
NENE‏ اس AEE‏ 


RENE 
lO4 4B عه ا‎ 
امم اك‎ 
ساك اتج اك ساس اماس اناوج اس اس ساس‎ ETT 





000000 : أا كانت النقطة 14 من المستويء كان MM = Û‏ . 

9 الشعاع المعاكس لشعاع AB‏ : هو الشعاع الذي منحاه منحى الشعاع 0 
8 وطويلتة سارى طويلة الشعاغ ۸8 وجهته عكس جهة الشعاع 0 
AB‏ . انه إذن الشعاع ٠ BA‏ ونكتب : 28 = BA‏ . 





2 











ت الشعاع الذي منحاه (48) وجهته من 4 إلى 8 وطوله 
مك 3 ٠.‏ 


© ارسم الشكل المجاور في دفترك. 


© أنشئ الشعاعين 1/177 و 277 بحيث EF = MN‏ = 17. 


3 
4 








© تأمّل الشكل التاليء ثم املأ الفراغات [] فيما يلي. 





.LI =0 © «<PM=Ml] © «AH = MÛ] ©‏ 
© طلا .KN=G] © «<AK=HÛ] © NR‏ 
© النقطة 7 هي صورة [] وفق الانسحاب الذي شعاعه 20 . 
© النقطة [] هي صورة 7 وفق الانسحاب الذي شعاعه 67. 
© النقطة 7 هي صورة © وفق الانسحاب الذي شعاعه [ ]5.. 
© النقطة N‏ هي صورة © وفق الانسحاب الذي شعاعه ©[ 1 


© نتأمّل في الشكل المجاور معيّناً 4807.. لتكن 5 و نظيرتي ۸4 
و7 بالنسبة إلى © بالترتيب. علل ما يأتي: 
AB = DC - 07 ©‏ 
EF = DA - 08 ©‏ 
e 9 AC = BF - 08 ©‏ 








ABCD ©‏ و 0287 هما متوازيا أضلاع بحيث لا تقع النقاط ۸ و8 
و و على استقامة واحدة. 
أثبت أن الرباعيَ 42778 متوازي أضلاع. 











- 














© جم الأاشخة وط رح 


3ك علاقة شال 5ع011251.: طريقة المزابم 


: 2-2 
نعرف النقطة 27 بالشرط 48B‏ = 7» ونعرآف النقطة €١‏ بالشرط ةج سل 
,ا ,۽ C‏ ده 4 

500 = ا7. عندئد يكون U‏ ل ں1 = () 4 . 





تسمّى المساواة 6 = 80 + 48 علاقة شالء وهي محققة أياً كانت النقاط 4 و8 و0 في 


شك طريقة متوازي الأخلاع 


عندما يكون للشعاعين 1 ول المبدأً نفسه م ويكون ۸48 = 1u‏ 


و27 0 غندقة 77 سارى الشغاع 16 حيبت € هى النقطة 
من المستوي التي تجعل المضلع 48٥02‏ متوازي الأضلاع. 


شل طرج شعامين 


نحصل على حاصل طرح الشعاع 7 من 7# د 
الشعاع المعاكس للشعاع 72 أي نكتب : (0-)+ 1= 1-0. كما هو 








لکن 260 سیا مركزى 6 أنقي .على كاين مین : 
© النقطة £ التي تحقق 02 + 48 = 4 . 
© النقطة 7 التي تحقق 28 - 40 = 017. 





E rrr 
. BE = C8 نعيّن 7/7 بالشرط‎ © 

A B ِ‏ 
عندها يكون لدينا استنادا إلى علاقة شال : 


م = BE‏ عد AB CB = AE‏ 0 ف 


0 





© هنا لدينا عملية طرح» ولنتذكر أن 82 = 28-» إذن تؤول 
المسألة إلى تعيين النقطة 7 التي تحقق: 
.OF = AC + BD‏ 0 1 
ننشئ من 0 الشعاعين 40 = 067 و 85 = أ02 فيكون مسح 
OD’‏ + أ00 = DB = AC + BD‏ - 40 . 





ثم ننشئ 7 باستعمال طريقة متوازي الأضلاع. 


بات سح سار: شعاعية 


© أثبت أنه أي كانت النقاط 0 و4 و 8 من المستويء فلن 04 - 08 = 48 
© لتكن 4 و 8 و © ثلاث نقاط في المستوي» وليكن 7 منتصف القطعة المستقيمة | 20 ]. أثبت 
أن 46 + AB‏ = 247 








E‏ ل MEE‏ 05 ا 
© للتعبير عن الشعاع ل ل الشعاعية ب ا بتكل 


5 و ٍ س و و A‏ 
أولاً. 87 + 48 = 47مء وهكذا نحصل على علاقة فيها الشعاع 
72 . 
92 7 1 


ثانياً. 67 + 40 = 47 : فنحصل على علاقة فيها الشعاع 40 . 
بجمع العلاقتين السابقتير طرفا مع طرف نجد : 
EICEB E‏ لك اراد 
ولكن النقطة 7 هي منتصف [90] والشعاعان 87 و27 متعاكسان أي 0 = 07 + 81 . إذن 
AI = AB + AC‏ 





ور 


0 لتكن ۸4 و 8 و © ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة. نضع 48 = 1 و 4٥0‏ = 7. أنشئ 
النقاط 8 و ۴ و 6 و # التي تحقق 


وال تدم لي دم ندم چ 


ل لصح AH‏ ,له وم = AG‏ ,له - مه ح AE=u+u, AF‏ 





- 








لیکن 7 شعاعا غير معدوم وليكن 7 عدداً حقيقيّاً غير معدوم: عندئذ 
" جداء ضرب الشعاع 0 بالعدد الحقيقيّ الموجب 0 < ۾ هو الشعاع 87# المعرآف بالخواص 
© للشعاعين ل و ام المنحى نفسه. 1 
© للشعاعين # و52 الجهة نفسها. 
© طول الشعاع #7 يساوي جداء ضرب طول الشعاع # بالعدد 6. 








" جداء ضرب الشعاع 0 بالعدد الحقيقيّ السالب 0 > ۾ هو الشعاع م المعرّف بالخواص 
ا 37 1 
© للشعاعين # و55 المنحى نفسه. 
© للشعاعين # و ا جهتان متعاكستان. 


© طول الشعاع #7 يساوي جداء ضرب طول الشعاع # بالعدد || = م-. 





" جرت العادة أن نرمز إلى طول شعاع ت بالرمز |7| وعليه يمكن تلخيص العلاقة بين طولي 
الشعاعين # و م بالقول إنّ طول الشعاع ۸7 يساوي طول الشعاع مضر وبا بالقيمة المطلقة 
للعدد )»آي |6٠١2|‏ -|680|. 






ددا وکین 8-3 ار د يثرن 60 ح kû‏ . 


م 





















































قا ټواعد المساب 


يمكن إجراء العديد من الحسابات على الأشعّة بأسلوب يشبه ما نفعله مع الأعداد. وبهدف تثبيت 
هذه العمليات نلخصها فيما يأتي : 


© شیرت 


لیکن ۸K‏ و ۸ عددين حقيقيّين» وليكن 2 و 
u = 0 ©‏ إذا وفقط إذا كان 0 = ۾ أو 8 - 
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.8)10 +0) = kû + kU 
.(k + k')û = kû + k'û 
لح ل اه‎ 


0 © © 


01-7 





* وفق القاعدة الذّلثة : 348- = 8ز(ة - 2) = 8ارة - 248. 
ا القاعدة الرابعة : 3BA‏ - | هد أة - 2 


" بتطبيق القاعدة الثانية ثمّ علاقة شال نجد : 
.u = 3AB + 380 = 3(AB + BC) - 60‏ 


من القاعدة الرابعة نجد : 27 - 227 | 5 2 ج 


* 0 -/341 تكافئ 0 = 414 أي 4 = 4 وذلك استناداً إلى القاعدة الأولى. 
* يمكننا أن نكتب وفق القاعدة الثانية : 57 - 57- = (7 + 5)7-. 


« تعطينا القاعدة الثالثة الخاصة الآتية : أيّا كان العدد الحقيقيّ ي كان 


vi + 2i‏ = 2(1 + ه) 





© منتصف قطعة مستقيمة : إنّ منتصف القطعة المستقيمة ]4٨[‏ هي النقطة 


: ا سس 8 
الى تحن e‏ 8 = 47.. كما نعبّر عن الخاصة 
ي 75 
نفسها بأيّ واحدة من العلاقات الآتية : 4 


ع 


14+78 -0 أو‎ IA=-IB أو‎ AI = IB 


- 








© مركز ثقل مثلث : مركز ثقل مثلث 48٥‏ هو نقطة تلاقي متوسطاته» فهو 4 
إذن النقطة © التي تحقق : 
7 = 46 او 64-9267 SE E.‏ 
عندما يكون [47] المتوسط المرسوم من الرأس 4 . ونعيّر عن الخاصة نفسها بالعلاقتين : 
lS TSR‏ 
3 2 
ومن جهة أخرىء نلاحظ باستعمال علاقة شال أن 
101-8481 3 028602-07 
إذن بجمع هاتين العلاقتين نجد 
امد CI = CB COC LCF‏ 
ولكن الشعاعين ٥1‏ و 81 متعاكسان لأنّ 7 منتصف ٥|‏ 8]» إذن 0 = 81 + 07 وعليه 
2GI = GB + 6‏ 
فإذا تذكرنا أن -26G1‏ = €4 وصلنا إلى المساواة 
GA + GB + GC = Û‏ 0 5 


© لنتأمّل المثلث 48٥0‏ . إذا كانت 14 منتصف الضلع [48]ء وكانت N‏ منتصف الضلع [460]ء 


.MN = 0 0‏ 71 
في الحقيقة» يمكننا أن نبرهن صحة هذه النتيجة باستعمال الأشعة كما يأتي : M N‏ 
AC) = 6‏ +84 )أذ = B 0 MN = MA + AN = > BA + >AC‏ 


57 قحدوويم 


ليكن 7 و7 شعاعين. في كل من الحالات الآتية اكتب الشعاع 7 بالشكل رر + 7 = 7 حيث 


.6 


© 22+(7-2+27-ة 
© (22+7-2-2- دج 








يقودنا استعمال القواعد الثانية والثالثة والرابعة مباشرة إلى النتائج الآتية : 


® 
7-27-2727 = 7 +(2)7+7- 7= ت 
537- # = 3|7 +2-| + 1-2(7) - 
© 


- 
|| 
| 
| 

o. 

سا 

كك 
| 
| 


4 5 
1 |11 2 تل 2 وبل يات 
الاح ]2 بحت كا ييه الصا كه تمك 
- 4 5 :3 :3 5 
د 5 +13 
[ حا ا رو > 
41 20 





© بن الصرآب من الخطأ في العباراته الآنية مطل إجابتك. : 


© إذا كان 48٥‏ مثلثاً متساوي الساقين كان ۸€ = 48 . 

© إذا كان 4802 متوازي الأضلاع كان 85 = 80 + 84 . 

© إذا كان [47] متومتطاً في المثّث 480 كان : [ 40 + هم )2 = 41 . 

© إذا كان 348 = 46 كان 284 - BC‏ . 

© إذا كانت © نظيرة 4 بالنسبة إلى منتصف [82] كان 42 + 48 = ۸€. 





- 








الام تباط ا خط“ لشعاعين 


نقول إنّ الشعاعين غير المعدومين 48 = 2# و07 = 7 مرتبطان خطيا ê‏ 
إذا وفقط إذا وجد عددٌ حقيقي نحن المبساواء 0 = 7. وهذا يكافئ القول إن سي 
لهما المنحى ذاته» أو إن المستقيمين (48.) و (02) متوازيان أو طبوقان. ظ الو 

ونصطلح أنّ الشعاع الصتفري 0 مرتبط خطياً بأي شعاع #» لأنّ 0# = 0ء وذلك مع أنه لا 
معنى للحديث عن منحى الشعاع الصفري إذ لا منحى له. 


تتمثل أهمّية خاصتة الارتباط الخطيّ لشعاعين في كونها تعبر عن خواص هندسيّة مهمّة : 





7 


* المستقيمان (48) و(02) متوازيان إذا وفقط إذا وٴجد عد حقيقيٌ # يُحقق : ۸8 = 07. 
" تقع النقاط 4 و8 و0 على استقامة واحدة إذا وفقط إذا جد عد حقيقيٌ م يُحقق: 
RAB‏ = 40 . 





قال إثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة 

ليكن 48072 متوازي أضلاع مركزه ۰0 وليكن 7 منتصف القطعة <« 
[48]. يقطع المستقيمٌ الما بالنقطة 7 موازياً (40) المستقيمَ ‏ © 
الما بالنقطة © موازياً (87) في النقطة 7. أثبت أنّ النقاط 0 ٠‏ 
و7 ول تقع على استقامة واحدة. 















يبدو من الشكل أنه يمكن التعبير عن الشعاع 07 بدلالة الشعاع 80 . في الواقع إذا تأمّلنا المثلث 
186 وجدنا أن 7 منتصف [84] وأنَ 0 منتصف [40]ء نستنتج إذن العلاقة (1) الآتية : 
.OI = -3BC‏ 

لنحاول الآن كتابة 07 بدلالة 860 . ينتج من معطيات المسألة أنّ المضلّع 0072 متوازي الأضلاع 
ومته 1-06 62.- 67 لما كانت النقطة ن مختصيف. [82] اسكتتجنا ل 80 = 02 ومته نجد 
العلاقة (2) الآتية : 80 = 00 + 80 = 07. بمقارنة العلاقتين (1) و (2) يمكننا أن نكتب 
107- = [0» فالنقاط 0 و7 و ل تقع على استقامة واحدة. 





- 














إمفال | إثبات توازي مستقيمين 


DD _, اا‎ ١ ' / / 

لنتأمّل المثلث 480 » ولتكن 7 النقطة المحققة للعلاقة 148 - 47 0 

4 e ODN CN 
4 و ہے بده‎ 

© اكتب 70 و 87 بدلالة 48 و46 . 8 


© استنتج أن المستقيمين (70) و (87) متوازيان. 





انطلاقاً من علاقة شال يمكننا أن نكتب 46 + 74 - 76 . ومن الفراض لدينا 7 = 17 فنحصل 
على العلاقة الآتية : 06 + 8 - = 10 ومنها 

CAPAC Û 
نكتب بأسلوب مما انطلاقاً من علاقة شال : 47 + 84 = 87ء ولكن 346 - 47 ومنه العلاقة‎ 
الآتية : ل ايه اران‎ 
بمقارنة العلاقتين (1) و (2) نجد : 370 = 87 . نستنتج إذن أن الشعاعين 87 و70 مرتبطان خطيا‎ 
اير‎ DE 


59 تدر یہ 


© نتأمّل متوازي أضلاع 4807.. ونعرف النقطتين 34 و27 بالعلاقتين 
CM - 7‏ و مد - ON‏ 
© ارسم شکلا مناسبا. 
© استنتج أن المستقيمين (4714) و (277) متوازيان. 


للد 


© ليكن 480, مثلثا. لتكن 7 منتصف [48]ء و 7 النقطة المُعرفة بالمساواة 208 - 07. 
وأخيرا لتكن © النقطة التي تجعل الرباعيّ 7007 متوازي الأضلاع. 
© أثبت أن النقطة © هي منتصف [4]. 
أ يكفي أن نبرهن أن © تحقّق إحدى الخواص المميّزة لنقطة المنتصف كأن نيرهن أن 
5 = 7 + 4 باستعمال علاقة شال. 
© أثبت أنّ النقطة © هي مركز ثقل المثلث ۸٥1‏ . 





- 





© متومة ةا مندسةالتحليالة 


اختيار مَعْلم على مستقيم ۸» يعني اختيار نقطتين 0 و7 من هذا المستقيم 1١‏ 
بهذا الترتيب. نسمّي © المبدأ ونعرف الشعاع 07 - 7ء الذي نسمّيه شعاع كمقر 
الأساس ونرمز إلى المَغلم بالرمز E‏ 0 وتكون فاضلة النقطة 237 .مث 
المستقيم 4 في المَعْلّم (0;7) هي العدد الحقيقي الوحيد ‏ الذي يحقق: 7نه = /01. 


اختيارٌ مَعْلّم في المستوي يعني إعطاء ثلاث نقاطء ليست على استقامة واحدة» 0 و7 و ل بهذا 
الترتيب. نسمّي 0 المبدأ ونعرّف الشعاعين غير المرتبطين خطيا 017 = 7 و 07 = 7 نسميهما 
شعاعي الأساس. نرمز إلى المَعلم بالرمز 5 ونسمّي المستقيم (07) محور الفواصل 
والمستقيم (07) محور التراتيب. 

في المستوي هناك ثلاثة أنواع من المعالم» المَعْلم الكيفي والمَعلم المتعامد والمَعلم المتجانس كما 
هو موضح في الشكل ا . 








OI = و07‎ (O1) ل‎ (OJ) (O1) ل‎ (OJ) 


لنتأمّل مَعلما (0:7,7) في المستوي ولتكن 1 نقطة من المستوي. 
" إذا لم تكن 14 واقعة على أحد محوري المعلم» أنشأنا من /1 
موازيا لمحور التراتيب (07) فيقطع محور الفواصل في 22 
وموازيا لمحور الفواصل (07) فيقطع محور التراتيب في ©. 
نستنج أن الرباعيَ ©0211 متوازي الأضلاع وان 
OM = OP + 0‏ 





ينتج مما سبق أنه يوجد عددان حقيقيان ‏ و ن بحيث يكون 1 = 0۲ و 7 = 00 ومن نم 
ز + 7 = 0114. ونقبل أن الثنائية (,) التي تحقق العلاقة ع + 1 = 01/1 وحيدة. 





6 





* إذا كانت 14 على محور الفواصل فثمة عدد حقيقيّ » يحقق 7 = 014. وإذا كانت 1 على 
محور التراتيب فدمة عدد حقيقي 1 د يحقق 1/7 = OM‏ . 





نقول إِنّ (8,:ه) هما إحداثيتا النقطة 11 في معلم (0;7,7) إذا وفقط إذا تحققت المساواة : 


7 + آنه = 011» ونكتب ((ز,:ه) 11 . 


نسمّي + فاصلة النقطة 12 ونسمّي ن ترتيبها. 


يفيد اختيار مَعْلم في المستوي في معالجة المسائل الهندسيّة بطرائق حسابيّة إذ نستعيض عن 
النقطة 17 بزوج من الأعداد الحقيقيّة هو الثنائيّة (7:,) التي تمثل إحداثيتي النقطة /71. 





لنتأمل مَعْلّما متعامدا ( 0:7,7). 
© مثل في المستوي النقاط الآتية 
(1-,1.5-) 34 و (0.5-,27)1.5 و P(0,1.5)‏ و(2.5,0-)0 
© مثل في المستوي نفسه النقاط 4 و8 و © و( التي تحقق 
SO dT‏ نون رد ون دون 








8 لكر رل أ الاحدائية الأولى تمل قاضيلة النقطلة 
في حين أن الإحدائيّة الثانية تمثل ترتيب النقطة. لمّا كانت 
قاصلة النطة 22 معدوية ايوتجا انها E‏ على حور 
ET E oS‏ إن معدي ااا 
انها واقعة على محور ااا أخير ا ا جانا 
مواضع النقطتين و آار. 





ع اماس يق 1 كاك م اذك 
SSIES‏ لك قنك اكه 
ENE SESS SEHET‏ 
لك كك 5خ 5ك كك 
اس م كاه ساسك نسه تكاس كلك 
000 
EEE IEET‏ نات 








كن 1د تاك كر اه اله تراك كر كس كرك 
ل لاك تلكا 
امس اذ تس تس امراف كذ ع تس سلس 
IIIE‏ هك سكام لكنه كت نه كرك 
ا ل سات 
ف اكات فاك AME‏ 
كم م ا م سك كم 
تاساك اس ع تسوس 51 نت ENIKE‏ 
ال لا REISER IA‏ 














89 ليحت أوكلا عن إحدلثثات النقاط 4و 8 و0 و ره لاکن "قدت 04 اتنا ا (0 6ء 
وأنَ 4 تقع على محور الفواصل. ولمّا كان 7- = 08 استنتجنا أن (1-,8)0 وأنَ 8 تقع على 
محور التراتيب. ونجد بأسلوب ممائل أنّ (3,2-)0 و (2)3,1 . 
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ليكن 4802 متوازي أضلاع مركزه 0. وليكن € مركز تقل المثلث 480 . عيّن إحداثيات 
النقاط 4 و8 و © و( و0 و © في المَعلم (48,47 :ك) . 





لتعيين إحداثيتي نقطة 1 في معلم (4:7,7) يجب التعبير عن الشعاع 41 بدلالة شعاعي 
الأسلس 7# و2. 

النقطة 4 هي مبدأ المَعلّم إذن (4)0,0.. والنقطة 8 هي نهاية شعاع الأساس 
على محور الفواصل إذن (8)1,0 . وبالأسلوب نفسه نجد أنّ (2)0,1 . 

را گن 24862 موا اع وا حرم :1 عه 11ت رم مله 2 0 ان 
(0)11. وكذلك نتذكر أن 0 هي منتصف »]4٥[‏ إذن 








40 - 1 رصم +د قي‎ = 3AB+ LAD 
2 2 2 
.0]4,1[ ومنه‎ 
وأخيرا لتكن 7 منتصف [70]. فيكون‎ 
Nem Ae لع قل‎ ED 
3 5 5 2 


1 صم 1 طم و9 حمر ud.‏ أنه 1١‏ 0 
أو 147+ 248 = ©4ء فنجد أن (2,4)©. 


- 


نتت في هذه الفقرة معلما ( 0:7,7). 
" نتأمّل شعاعا #» ولتكن 14 التقطة من المستوي التي تحقق 
ت = 014» ولتكن (/2:1) إحدانيتي النقطة /1. نعلم أن 
اك 
ومن ثمَّ يُكتب أي شعاع 7 في المستوي بالصّيغة و + 7 - 7. 
* نسمّي (1.) مركبتي الشعاع » في المَعلّم (0:7,2)» ونكتب (8),0 أو 


ذلك .وكما ستري؛ الك الشاقولتة لمركات الأشعة مريحة هذا غد اخراء اللات على 











الأشيعة. 
سن / 
" يتساوى الشعاعان و © إذا وفقط إذا كان و کو اکل 














- 





إذا كان 7 + ”7 = © وكان 




















© تدا ی ئش یا رج كه قو و 27 نولا 


زل + واو + ره + زع = 0+ u‏ 

















58 
7ن + a) + (y‏ + به) 
* إذا كان 65 = ©» حيث ۸ عد حقيقي» وكان | ”| كان 0 
" حساب مركبات شعاع بدلالة إحداثيات بدايته ونهايته. لتكن النقطتان (,ل#ا,,تة)ك و (رل,ر8)2 
عندئذ يكون TT‏ 
0 00 
Tay — Yg)‏ — و2 ) ر 00 








ب يمكننا أن نكتب انطلاقاً من علاقة شال : 08 +۸40 - 48ء ولا كان 0/- 
سخا 08-041 = طار.ولقن 


OB = 70 3 J‏ و 


OA ل 0 ح‎ Yj 


ومده ( ,3,4( OB‏ و )042,44 وعليه تكون ) Tas, — Yg‏ - و2 ) هي مر کات الجاع 
OB - OA‏ = 48 . 





0 إحدائيّات منتصف قطعة مستقيمة : لتكن لدينا النقطتان (,ن, :)۸ 


و (رل,#)8. عندئذ تعطى إحداثيّتا النقطة 7 منتصف القطعة [48] 


.0 








a 1 10 0 


u TT LP E 


9 في ا ك المساو |2 1ت رن ا ا تعرّف النقطة ٠1‏ بو اسطة المركبات» 
بالشكل 

La Fr 0 

Ia “Yr 0 


او Û‏ = ,2 = ونه + TT,‏ و 0 = ,رل2 - ول + رل. ومنه نحسب Tr‏ و ‘Yr‏ 


Zy - رلك‎ 
Yo Ur 




















- 








2 إحداثيات مركز ثقل مثلث. لتكن لدينا النقاط AZ)‏ و (ول#ةدرنة) 1 
و (.0)2:..9. إن إحداثيتي © مركز ثقل المثلث 48٥‏ هما : 


5ل كنف = وه و = ىر 





1 في الحقيقة» تكتب المساواة 0 = 60 + G8‏ + 6۸4 التي تعرّتف التقطة 6+ بواسطة 
المركيات: والشكل 

00 

0 


‘YY, FY, FY, - SYg =0 9و‎ 7T, + ونه‎ +7, = 81 = 0 


Ze TG 


Ye - YG 


Yo YG 


Ty ` مله‎ 
Ya YG 




















ومنه نحسب ج26 و ‘Yo‏ 


4 


/ 
0 
J 


7 © مرتبطين خطيا إذا وفقط إذا 


3 الارتباط الخطي. يكون الشعاعان غير المعدومين 


تحفقت العلاقة : Û‏ = نوو — By‏ 


ا و 

















لنفترض أنّ 0 = z2‏ و0 عد ن. يكون الشعاعان 7# و2 مرتبطين خطيا إذا وفقط إذا وأجد عدد 











k £ ER 55 5‏ 4 هن وص هوه . 5 “جو 0 95 1 
حقيقي ۸ يحقق 807 = 0> او = > وهذا يكافئَ كون النسبتان 6 و متساويتين. اي 
/ / 5 ٍِ س 
ى = ٠‏ وتعلم أن هذا يكافئ استنادا إلى قاعدة الضرب التقاطعي أن يكون ين = /رينه. 
J‏ 1 


تمتاز الصتيغة 0 = '«»ن - انى بعدم احتوائها على مقامات» فهي تبقي الخاصة صحيحة حتى في حالة 


كون 0 = #ء أو 0 د ن» ونترك هذا التحقق للقارئ. 





ey - ey = )١/3 -1()/3 +1(- 2ل‎ 39-9 0 


فالشعاعان + و < مرتبطان خطيا. 





- 











© المسافة بين نقطتين. نفترض في هذه الفقرة أن المعلم (0;7,7) متجانس. 
لتكن لدينا النقطتان (رل,,4)2 و (ورن,ر»)8 . عندئذ تعطى المسافة بين النقطتين 


4 و2 بالعلاقة : 
أ -_- /ه) + 2 - 62 .AB = N‏ 


وذلك بالاستفادة من مبرهنة فيثاغورث. 


7 كان طول الشعاع ت مساوياً ر + ”مل = |ت|. 








وبوجه خاص إذا كان 


لماذا لا يمكن استعمال علاقة المسافة بين نقطتين في معلم غير متجانس ؟ 








حدر 





© ادرسء في الحالات الآتية» الإرتباط الخطي للشعاعين 7 و 0: 


5 1 1| 
5 (3-,72)2 و (6,9-)0. © 2-4 


© (2-,2)3 و(1-,0)6. © (5-,2)10 و(4,2-)02 
© نتأمّل في معلّم النقاط (2,4-)4. و (8)4,2 و (1-,0)0 و(3,0-)2. لتكن 8 منتصف [۸8]. 
عن طبيعة الرباعيئن: 4805 و 4805 
© نتأمّل في مَعلّم متجانس النقاط (1,2-)4 و (8)2,1 و(1-,2-)0© احسب أطوال أضلاع المثلث 
0 واستنتج نوعه. 
© نتأمّل في مَعلّم متجانس النقاط (2,3-)4 و (8)4,5 و (0)0,5 و (2)5,1. 
© احسب محيط المثلث 486 . 
© احسب إحداثيثى ي 37 منتصف القطعة 08 ثم استنتج طون المت اط AN‏ 
© احسب مرکبات الشعاعين ۸8 EDE‏ 
© أثبت أن المستقيمين (48) و )٥7(‏ متقاطعان. 
فيما لي فرط 1 دا قا 
© اكتبء بدلالة #» إحداثيتي النقطة 14 التي تحقق 42م - 4/4 . 
© احسب» بدلالة م2 هز کنات الشعاع .CM‏ 
© عيّن # كي يكون الشعاعان 014 و07 مرتبطين خطيا. واستنتج إحداثيتي نقطة تقاطع 
المستقيمين (48) و(02). 





- 








ی غرينات ادن 





يو بيّن الإجابات الصّحيحة من بين الإجابات المقترحة في كل من الحالات الآتية : 
8 لکن 176 متنا عر كز كه € ومتخصيت القطعة 10 هر عة : 


س 


GA - GB = AB © 61 = ->GB © AG = BJ ©‏ 
في ١‏ لمَعلم [ ,0:4)» نفترض أن ا رن اران عندتك : 

© 01477 مثلث. © 0 و32 و7 على استقامة واحدة. © 4.57 - MN - 3î‏ 
" لنتأمل في المَعّلم المتجانس (0:7,7) النقاط (4)4,5 و (8)2,1 و (0)8,3. عندئذ : 

© 4 و80 مرتبطان. © 248/ = ١١.80‏ ©4860 قائم ومتساوي الستاقين. 
" لنتأمّل في المَعلم كا النقاط (4)2,0 و (8)6,2 و (0)3,5 و (27)1,4 . عندئذ : 


© (48) و(02) متقاطعان. © CD = 4B‏ © 4802 شبه منحرف. 


" لنتأمّل في المعلم ( 7,7 0 النقطة (4)2,0 › والشعاع 27 87 = #. ولتكن النقطة 
M(z,y)‏ المحققة للعلاقة 7 = 41 . عندئذ : 
© 1= 2 و ح ل. © 1= z1‏ وق = ل. © 4 هي صورة 1 وفق الانسحاب 


الدئ شعاعه 1 


69 ليكن 480 مثلثاً قائماً في قد عدن التقاظ 17 و ١‏ و ۶ ون0 المعرافة بالعلاقات : 


AM - +8ك‎ 40 , AN - 48-6 
صم‎ =CA+BA , 40 - 46-27 


[[66 لتكن 4 و2 و١‏ و2 أربع نقاط في | لمستوي. أثبت أن : 
(AC - BA) = DA "‏ - رن - 8ق . 
.AD + BC = AC + BD ®"‏ 


0 يعن 17 ما ا هرك ان احا الورك ا درسم 


لد بے ج ج جه 


7 التعاعيق. و‎ u 003 Cg Ds FE ال و‎ 





- 











از بن 1 © 


9 يقابل 0ن شكل من الأشكال الآتية خاصة مهمّة. من المفيد إذن تمييز هذه الأشكال في رسم 


معطى. نقول إن هذه الأشكال أشكال مفتاحيّة. ومعرفتك بها مفيدة في حل المسائل. 


© ۸ © 1 0 
ْ ST CE B 0 


لم بو 





وال سد 


مس1 آذآ ل ال يا ا اس 
OM = xi + yj 2AI = AB + AC AG = AA MN = 0‏ 


© الوقوع على اسنتامت واحدة 
اشن ليكن. 41967 رباعا فيه 348 = 4276 ولتكن 11 متتصف ا و متقصف 
اسك و متتسبفا نر 1 كران O O‏ 
الطلب : إثبات أنّ النقاط 34 و ١‏ و2 و © تقع على استقامة واحدة. 

999 نحو الحل 


م ارسم الشكل . وسم النقاط فيه. 
© استخلاص النتائج المباشرة. 





" من 348 = 720 نستنتج أنّ الرباعيّ 1807 شبه منحرف» لماذا ؟ 
* النقطة 14 منتصف [(42]ء و2 منتصف [872]» فنجد في المثلث 487 الشكل المفتاحي 
©» ما العلاقة التي تربط الشعاعين 1/2 و ۸8؟ 


E E حدر ا‎ 


ر أنجز البرهان واكتبة بلغة سليمة. 





- 





© جت الملاات الماع 
ب 2 


ل ا س 
a 3‏ 3 


الطلب : إثبات أنّ النقطة ۶ هي منتصف القطعة المستقيمة [0۸]. 
8 غر ال 
4 ارسم الشكل . وسح النقاط فيه. 
8 استخلاص النتائج المباشرة. 
* نتعرآف مباشرة الشكل المفتاحي ©. ولدينا فرضا عبارتا الشعاعين 4۶ و 4Q‏ بدلالة 7 
و ر . استنتج إحداثيات كل من النقطتين 7 و 0 في المَعْلم )4( 


E CO To احدرناك ب‎ «BR = BC في المساواة الشعاعيّة‎ * 





استنتاج إحداثيّتي ۸ في المَعْلم نفسه ؟ 
* بعد أن عيّنا إحداثيّات التّقاط 2 و9 و8 في المَعلّم (4:7,7) صار من اليسير إثبات أن 
۶ هي منتصف القطعة المستقيمة [0۸). 


أ أنجز البرهان واكتبة بلغة سليمة. 


© قاط معرقة بعلاتات شعاعية 
ليكن. المثلت: '6كر. أنشيء النقظتيق. 7/7 و 7 المعرفتين بالعلافقين. الشعاعتتين. الآتيتين + 
MC + BC = 2AB 00‏ 
NA + 2NB = AC (2)‏ 
98 غر اخل 
مرحلة الإنشاء الهمندسي. 0 
4 جا عن نتائج مباشرة. في هذا التمرين لا يعطينا الرسم أيه معلومات إضافيّة. 
® بحنا عن طريق. 
بوجه عام» إذا كانت النقطة 7 معطاة وكان الشعاع # معلوماء أمكننا تعيين ١‏ 79 





جد 


التقطة 2 المحققة للعلاقة # = 225. ومن هنا تأتي فكرة تحويل كل من / 
العلاقتين (1) و (2) إلى الحالة الستابقة أي التي تظهر فيها النقطة المراد تعيينها 5 
مرة واحدة ويكون الشعاع 7 معلوما. 





- 








* في العلاقة (1) تظهر النقطة 17 » المراد تعيينهاء مرّة واحدة وهذا يدعونا إلى كتابة العلاقة 
بالصيغة 86 - 248 - 140 . علّل عندئذ صحة المساواة 248 - 86 = 014 وأنشيء 
النقطة ‏ 14. 

* في العلاقة (2) تظهر النقطة المراد تعيينها مرتين فعلينا إذن تحويل العلاقة (2) باستعمال 
علق كال أت على مل الفثال. أذ" 16 > ۸/1212 أنفين ال اة 7 
بالطريقة نفسها التي أنشأت بها النقطة 11 . 


9 إنامعاعي 


لنتأمّل مظذا 7 مركز ثقله 6» ولتكن “4 منتصف القطعة المستقيمة »]B٥‏ و 7 نظيرة 
د لشسية فى Ng CET TC‏ 


2 2 حو الحل 





ل مرحلة الإنشاء الهندسي. رد ينه 80 وهن نذفة الاتقا “ل و 6 و([. 
8# بحناً عن نتائج مباشرة. عبّر عن كون © مركز تقل المثلث 48٥0‏ بالعلاقات الشعاعيّة المناسبة ثم 
عبّر عن كون 7 نظيرة © بالنسبة للنقطة /1, بعلاقة شعاعيّة. 
8 بحناً عن طريق. 
لإثتبات أنّ النقطة © هي منتصف القطعة [42] تكفي مقارنة الشعاعين 6/1 و 67. تدعونا 
العلاقات التي وجدناها سابقاً إلى التعبير عن كل من هذين الشعاعين بدلالة الشعاع /6 . 
كر أنجز البرهان واكتبه بلغة سليمة. 


© رید 


OD‏ و1621 و 717617 5 مرتحعات طول خطع كل منہا 7 7ت 


B 
ا | لسر‎ 1 | 1 


D 39 0 1 ٤ "5 e 5 
5 TMG o N DD u 
و ل و7 تقع على استقامة واحدة.‎ 


2825 نخر اخل 





4 مرحلة الإنشاء اهندسي. لنرسم أوّلاً الشكل رسماً دقيقاً ولنختر المَعلّم (4:7,7) حيث := 472 
SE No CC Css‏ 

4 بحناً عن نتائج مباشرة. نلاحظ أنه يمكننا تحديد إحداثيّات جميع النقاط تحديدا مباشرا عدا إحداثيتي 
النقطة .ع اذ اأحاات هذه النقاط اء النقطة 7ر 
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بجا عن طريق. 
نريد إثبات وقوع النقاط 7 و J‏ و7 على استقامة واحدةء علينا إذن البحث عن إحداثيتي النقطة 
7.. ما العلاقة التي تربط الشعاع 47 بالشعاع 45 ؟ استنتج إحدائيّتي النقطة ل. 


ر أنجز البرهان واكتبة بلغة سليمة. 


(0© الرقرع على استامة ماحدة بطريتين 


لنتأمّل مثلثا 480 قائم الزاوية في ٠4‏ وليكن 7 منتصف القطعة [48]» و 7 نظير 0 
بالنسبة إلى التقطة 4» وأخيراً لتكن × النقطة المحققة للعلاقة .BK = > BC‏ 


أثبت أن النقاط 7 و ل و × تقع على استقامة واحدة. 


5 نر ال 
مرحلة الإنشاء الهندسي. ارسم المثلث» وعيّن النقاط بدقة» وضع علامات على القطع المستقيمة 
متساوية الطول. 
4 بحناً عن نتائج مباشرة. يمكننا انطلاقا من فرضيّات المسألة كتابة عدد من العلاقات الشعاعيّة كأن 
تعر عن ۸7 دلا 40 ورعن 47 و8 دة ررك اكت هذه العاقات. 
8 بجنا عن طريق. 
نريد إثبات أن النقاط 7 و J‏ و × تقع على استقامة واحدة» علينا إذن إثبات ارتباط الشعاعين 
17 و ١11‏ يمكن. الوصرل إلى هذه النتيحة © بالخساك التعاعي أو بطراتق اليقدسة اة 
أي باختيار مَعلم مناسب. هناك إذن طريقتان. 
* الطريقة الأول 
لنختر المَعْلّم (4;7,7) حيث := 48 وز = .4٥0‏ يجعل هذا الاختيار إحدائيّات رؤوس 
المثلث 48٥‏ أعدادا صحيحةء كما يجعل من السهل تحديد إحدائيّات باقي النقاط. ما هي 
حدانات قل عن 1 وان رو ريا متش مااسين احداى الشنة 10 
ر أنجز البرهان واكتبه بلغة سليمة. 
* الطريقة الثانية 
لإثبات ارتباط الشعاعين 77 و7 نفرق كلا منهما إلى مجموع شعاعي. تعلم أن 
4 +14 = 17 استنتج من ذلك أن 40 - 148- = 17. 











اب التعيين عر 7 د0 2 قر و 10 تخ الخد : تعلم 11د 117 = IK‏ 


أثبت ألا أن (48 - 4€ )1= 8۸ › ثم استنتج عبارة 1K‏ بدلالة 48 و 46.. أخيرا 


أثبت أن الشعاعين 77 و77 مرتبطان خطيا. 
4 أنجز البرهان واكتبة بلغة سليمة. 


۳ امل ما ۰8٥٤‏ ولتكن تكليرة كر بالنسية إلى النقطة 8» و × صورة 8 وفق 
انسحاب شعاعه 0۸4 و 14 نقطة تقاطع المستقيمين (0۸) و (۸8). 
© أثبت أن النقطة 11 هي منتصف القطعة [10]. 
© ما العلاقة التي تربط الشعاعين 87 و /83؟ استنتج أنّ 8 هي مركز تقل المثلث 017 . 
699 تاس مت 48٥٤‏ » ونسمّي 7 منتصف القطعة |48 |. 
© © أنشئ النقطة ل التي تحقق 40 - ۸7. 
© استنتج أن 40 - 48 - = 17. 
© لتكن النقطة × المحققة للعلاقة 0 = .2KB + KC‏ 
© اكتب ×8 بدلالة 8٥‏ ثمّ أنشئ النقطة ×. 
© استتتج أن >C‏ + 48 = 116 وأن = 17 ملا يمكتك. القول: عن النقاظ 7 


ول و كا في هذه الحالة ؟ 


69 لیکن متوازي الأضلاع ۰۸8٥02‏ ولتكن £ النقطة التي تحقق 248 - 45 و © النقطة 
التي تحقق 347 - 46. نرسم من £ مستقيماً يوازي المستقيم (42) فيقطع المستقيم 
(0) في النقطة 7ء ونرسم من € مستقيما يوازي المستقيم (48) فيقطع المستقيم (80) 
في النقطة 77 . 
© أنبت أن 142 + 8م 1 - GF‏ وأن 42ة + همة - .EH‏ 
© أتثبت أن المستقيمات (76) و (727) و(40) متوازية. 

0 نزوّد المستوي بمعلم متجانس ( 0:7 بين في کل من الحالات التالية إذا كانت النقاط. +1 
و N‏ و2 تقع على استقامة واحدة. 
ِ- (5,5 )ص 2 M(4-1),  N(7,-3),‏ 
سه «(5,14)صط  .M(-2,3), N(-37),‏ 
P(0,1) 3‏ (1-,773 [1-,2) 14 





- 





© لتكن النقاط (,4)3 و B(8,2)‏ و C(—-4—2)‏ والشعاح (2,5): نقرن بكل عدد حقيقي / 
النقطة 14 المحققة للعلاقة : ثم = .0M‏ 
© احسب احدانیتی E‏ 7 بدلالة / واستنتج مركبات الشعاع .AM‏ 
© انال الشرط التحليلي لارتباط الشعاعين 414 و 48 احسب العدد الحقيقي ۸ الذي 
يجعل 1 نقطة من المستقيم (۸8). 
10 نزود المستوي بمعلم متجانس (0;7,7)» ونتأمّل النقاط (3,0-)4 و(8)6,3 و(0)1,8. 
نهدف إلى حساب (ر,#) إحداثيّتي النقطة × مركز الدائرة المارّة برؤوس المثلث .۸8٥‏ 
© القول إنّ × مركز الدائرة المارّة برؤوس المثلث 480.» يكافئ القول إِنّ 7 متساوية 
انعد عن رووس المتلكه إذن. 156 ح K2‏ و ۸7 ص فاق اح المقادير 4ع و 0 
و K٥‏ بدلالة » ون ثمّ اكتب العلاقات الناتجة من الشرط السّابق. 
02 استنتج أن 7 = 2y‏ دج و 6= ره ل :وق . 
© احسب إحداتئيّتي النقطة × . 
69 نيكن متوازي الأضلاع ×017» ولتكن النقاط 4 و 8 و € المعرفة بالعلاقات : 


OA = 201 OB = 06 AG - 8 
5 انك اد‎ RT 


0 لتكن النقاط (4)1,2 و (6,0) 8 و (2,5) .٥‏ احسب إحداثيّتي النقطة © مركز تقل المثلث 


17 ليكن المربّع ike BCs AB ABCD‏ متساويا الأضلاع C‏ 
وعتركتدان كماد من فى الشكن ر 1 
يهدف التمرين إلى إثبات أن النقط 7 و7 و J‏ تقع على استقامة واحدة B‏ 4 
بأسلوبين مختلفين. 


0 الطريقة الأولى لي الزوايا 
© احسب قياس كل من الزثوايا 21 و 418 2 و2817 . 
© بین أنّ 180° = 4717 . ماذا تستنتج؟ 
© الطريقة الثانية. اختيار مغلم مناسب . 
ار مما مدا :22 اي إحدائئات: ا 2 وى ان ذل ت أنها نقم على ا 


واحدة. 











62 ليكن 48٥‏ مثلثاً. ولتكن '4 و'8 و'٥‏ منتصفات الأضلاع [80]» [04] و[48] 
بالترتيب» ولتكن النقطة © مركز الدائرة المارة برؤوس المثلث 480 .. ثم لنتأمّل النقطة 78 
لين كا رن 
© © أثبت أن /20 = 48 . 
© استنتج أنّ (477) هو الارتفاع النازل من الرأس 4 في المثلث '480.. 
© أثبت بأسلوب ممائل أنّ (877) هو الارتفاع النازل من الرأس 2 في المثلث "470 . 
ماذا تمثّل النقطة 7 بالنسبة إلى المثّث ۸8٥‏ ؟ 
© لتكن النقطة 6 مركز ثقل المثلث 4970 . 
© أثبت أنه أياً كانت النقطة 34 من المستوي كان 1/0 + .3MG = 144 + M8‏ 
© أثبت بالاستفادة من الفقرة السابقة أن 077 = 306. ماذا تستنتج بشأن النقاط 0 و 6 
و7 ؟ 














© متدمةعامة 
6 معادلة Ll‏ 
(©© جم المعادلات الحتطية 











سا 06 


ظز إلى محمد بن موسى ا 
الخوارزمي (780-850) المولود في NN.‏ 
بغداد على أنه أوّل علماء الرياضيّات , 
العرب. يُعالج مؤلفه: «الكتاب المختصر أ 
في حساب الجبر والمقابلة» مسائل ۰ 


جبرية من الحياة اليومية. 


إليكم كيف كان الخوارزمي يكتب : ”هذا الشيء الذي أبحث عنه. 
سأبدأ بإعطائه اسماء ولكن لأنني لا أعرفه؛ ولأنني في الحقيقة أبحث 
عنه» فسأسميه ببساطة : الشيء“ إنه المقدار المجهولء الذي كان يبحث 
عنه» والآن فقط أصبح بإمكانه العمل به. فمع أنّ هذا الشيء ما يزال 
مجهولاً ولكن صار بالإمكان استعمالة ف لا ا ةا 
كانت هذه ببساطة استراتيجية الخوارزمي وتجلي عبقريته» وأعظم 
اختراعاته. كان الخوارزمي 2 مع المجهول بأسلوب التعامل مع 
المقادير المعلومة نفسه»ء فكان يجمعه ويضربه»ء وكان كل ذلك بهدف 
راسد هر كلف قل قا 0 








معادلة مستقيم وجمل المعادلات الخطية 
© مقدمة عامة 


لنتذكر أن المعادلة الخطيّة بمجهولين » ون هي معادلة من الشكل : ء = ره + :ده. نقول إن 
8 : 
الثنائيّة (نة,ن) هي حل لهذه المعادلة إذا تحققت المساواة :م = نم + uه.‏ 





إن المعادلة يو يباه LE‏ ال عله المعادلة لان 5 - 113 +1 2. 
ما الثنائيّة (1,2) فليست حلا لها لأ 21-12 لا يساوي 5. 
في مَعْلّم تكون مجموعة النقاط (1,ه)14 التي تحقق إحدائيّاتها المعادلة 5 = ن + :2» مستقيما 
هو الخط البياني الممثل للتابع التآلفي : 5+ 2- + # : .f‏ 


وتأخذ جملة معادلتين خطيّتين بمجهولين = و الشكل الآتي : 


az +by ح-‎ 6 
5 
(S) Hah 


نقول إن الثنائيّة (ه,») هي حل لهذه الجملة (5) إذا كانت هذه الثنائيّة حلا لكل من المعادلتين الخطيّتين 
م = بهن + نمه و “© = رط + :داه في آن معا. وحل الجملة (5) هو عمليّة إيجاد الثنائيّات التي تكوّن 
حار ل لهذ الحملة. 





لنتأمّل الجملة 


( 3z —-4y = 11 
2z +3 y= 3 


تمتل القنائيّة (5,1) حلاً للجملة (5)» لأن 


3 >» 5 - 4 1 - 11 
2x<x5+ 3x1 = 13 و‎ 











© تأمّل المعادلة (6) التالية : 5 = ر3 + 2-. عيّنء من بين الثنائيّات الآتية» تلك التي تمثل 
حلولاً للمعادلة (2): 
| وة 
3 3 


© 2 9 3 © (2,1-) 
5 2 
© مثلنا في مَعلّم متجانسء التوابع التآلفيّة» (من الترجة الأولى) الآتية : 


e 9‏ ل 00 ك 
2 7 2 7 


© تنتمي النقطة (1,4-)4 إلى مستقيمين» دل عليهما ؟ 
© استنتج جملة معادلتين خطيّتين تكون احداثیات ۸ ا 
© أعد حل الطلبين الستابقين في حالة (8)8,2 ثم (0)7,8. 





© معادلةمستقيم 


و م > - 
نتت في هذه الفقرة مَعْلما كيفيًا O‏ في المستوي. 


شك المستقيمات والتوابع الال 





ليكن / التابع التالفي المعرف بالصيغة 3 - :2 = (ي)/. 
© © احسب المقادير (0)/ و()/ و (2/ . ثم ارسم بدقة النقاط ((0)ث,4)0 و ((1) ,8)1 
و ((0)2,7)2. 
© أتقع النقاط 4 و 8 و © على استقامة واحدة ؟ 
© © ارسم المستقيم ۸ المار” بالنقطتين 4 و8» واختر عليه نقطة 14 واحسب من الشكل 
احدافتيها ٠0‏ مر اغب الدقة. 
© أتتحقق المساواة 3 - 2u‏ = (ں)f‏ = ں ؟ 
© ماذا تستنتج من (0 و ؟ 





- 








© میرم 
© التمثيل البياني لتابع تآلفي» أي من الصيغة م + :هم + » هو مستقيم. 


e 3‏ واس اجا جه 2 ع 5 

في مَعّلم كيفي |[ 0:1,7). كل مستقيم 4 له معادلة من أحد الشكلين التاليين : 
© م + هم = ر إذا لم يكن 4 موازياً لمحور التراتيب. 

2-3 كان 1 غواري لمحرر الدر انيب 





90 في الحقيقةء استناداً إلى المبرهنة السابقةء إذا لم يكن المستقيم 04 
موازياً لمحور التراتيب» كان 4 الخط البياني لتابع تآلفي | . 
م + m2‏ باه :ثمرء وبناءً عليهء كانت م + مم = f)‏ دن أي 


معادلة للمستقيم 4 . 





ّا إذا كان 4 موازيا لمحور التراتيب» قطع 4 محور الفواصل في | 
نقطة فاصلتها ء. جميع النقاط ذات الفاصلة © تنتمي إلى 24 
وبالعكس» لكل نقاط 4 الفاصلة © نفسها. إذن © = » هي معادلة | بر 


للمستقيم 4 . 


@ مخ 


لتكن 4 مجموعة نقاط المستوي (و ,»)1 التي تحقق إحداثياتها العلاقة 1- = 34+ ,2: 
ولتكن رك مجموعة نقاط المستوي (ر ,»)1 التي تحقق إحداثياتها العلاقة 3-1- = ر. قارن بين 


4 و رك . ماذا تستنتج بشأن معادلة مستقيم بوجه عام ؟ هل هي وحيدة ؟ 




















6 






































مح الشعام الموجه لمستقيو وهيل مستقيم 





ليكن 4 مستقيماء نقول إن الشعاع 7 شعاغ موجه للمستقيم 4. إذا | 0 - 
كان 0 عد #» وكان منحى 7 موازيا للمستقيم 4 أو منطبقا عليه. ف ل 





© إذا كانت 4 و 8 نقطتين مختلفتين من مستقيم 4» كان الشعاع 48 شعاعا موجها للمستقيم 4. 
© إذا كان # شعاعا موجّها للمستقيم 4 وكان ۸ عددا حقيقيّا غير معدوم كان »۾ أيضا شعاعا 
© إذا كانت م + وص = ن معادلة للمستقيم #» كان ا اف موكيا اا 0: 
المستقيم 4 يمر بالنقطتين المختلفتين (م,4)0 و(م + ”,8)1 إذنء الشعاع 48 شعاءٌ موجه 
e 1-0 1|] . 95‏ 


© إذا كان 5 





2 اع مو دا لمستقيم 7 كان للمستقيم 7 معادلة من الشكل حك جونز حت رن . 
للمستقيم 4 منحى الشعاع 7 فهو لا يوازي محور التراتيب» وله» من ثَمّ معادلة من الشكل 
م + و" = بن. واستنادا إلى النقطة © السابقة نرى أنّ الشعاع 1 © شعاعٌ موجه للمستقيم 


“وو 
2» فلا بد أن يكون الشعاعان 7 و72 مرتبطين خطيا ومنه 0 = “مم1 - "×1 أي /مم = ". 











5 هه 0 
4 وكريههم 


ليكن 4 مستقيما لا يوازي محور التراتيب. عندئذ يقبل هذا المستقيم معادلة وحيدة من الشكل 
2 + 770 = رع . نسمي العدد 7 ميل المستقيم 0 . 


9 إذن في حالة مستقيم 4 لا يوازي محور التراتيب. هناك تكافؤ بين القول إن ميله يساوي ” 





أو إن ا هو شعاع توجيه له. 





- 








دل المستقيماءت المتوازية 


چ ميرد 
توازي المستقيمين 4 و0 يُكافِئ تساوي ميليهما أي '» = ”. 


1 


1 
0 


دكا إن 03 1 شعاع موجه المستقيم cd‏ و 


و متوازيان يكافئ قولنا إنّ لهما المنحى نفسه» أي إن الشعاعين ت و7 مرتبطان خطيًاً وهذا يكافئ 


7 شعاغ موجه للمستقيم “4 . ولكن أن نقول إن 0 














17 ا1 و “ور = .m‏ 





la ®‏ و كم اللذان o a‏ جح رن عند از باه 
ستيان وت ملسن معنا هيا 7 lg‏ حدر فيها شير مدر اسن 


ھ ے و ان 
ك معادلة مستقيو علو حنة نقطة وشعام حوجة 
لتكن 4 نقطة من مستقيم 4 و شعاعا موجها له. إذا تأملنا النة لنقطة ( 2 


B 
التي تحقق 7 = 48 . لاحظنا أنّ المستقيم 0 هو المستقيم (48) نفسه. کک‎ 8 
.4 إذن تعيّن النقطة 4 والشعاع 7 المستقيم‎ 





7. أعط معادلة للمستقيم 4 الذي يمر بالنقطة 4 ويقبل 





© لنتأمّل النقطة (4)2,3 والشعاع 5 


© أوجد معادلة للمستقيم 4 الذي يمر بالنقطة (1,1-)4 موازيا للمستقيم ۸ الذي معادلته 


2-1 جح ره 





- 














© لتكن (ر,»)1 نقطة من المستوي. تنتمي 14 إلى المستقيم 4 إذا وفقط إذا كان الشعاعان ۸۸1 
عي اه رك a CG‏ 5 ارط لط اس ا 











٠: و 3 1 هو‎ AM 
(z-2(x(-2()-(y-3(x3 =0 
أو 0 = 13 + ه38 - 2-» والمعادلة المختزلة للمستقيم 0 هي : +2 د ن‎ 


© لكا کان ل لا يوازي سحور التر اكيب» اسكتتهنا أ 2 أيضيا الأ يوازى مخور الراقب وله معادلة 
من الصيغة م + »ص د ي. ولمّا كان 4 و متوازيين استنتجنا أن لهما الميل نفسه أي 2 = مم7. 
فللمستقيم 4 معادلة من الشكل م + :2 - ن. 

ولكنّ 4 نقطة من 4 إذن يجب أن تحقق إحداثيتاها معادلة هذا المستقيم أي م + (1-) ×2 -1 أو 
3 = م . بالنتيجة تكون 3 + 25 = ن معادلة للمستقيم 0 . 


ويمكننا بوجه عام اتباع أسلوب حل هذا المثال في إثبات المبرهنة الأتية : 





لتكن النقطة (,1,,:ه)4, والشعاع غير المعدوم |ن | وليكن 4 المستقيم المار بالنقطتين ۸ 


ويقبل # شعاعاً موجهاء عندئذ يقبل المستقيم 4 المعادلة الآتية : 








aly = y,) - 8) = زينة‎ =0 


09 في الحقيقةء تنتمى النقطة (ر ,»)14 إلى المستقيم 4 إذا وفقط إذا كان الشعاعان 


0 


8 


L<, 


YY Ya 


چ 


U 9 AM 














مرتبطين خطيّاء وهذا يُكافئ 
0 = ونه - نه)8 - a(y ¬ y,(‏ 


ثم يمكننا إصلاح هذه الصتيغة لإعطائها الشكل المألوف لمعادلة المستقيم. 


- 








ل معادلة مستقيو علو منه نقطتان 





NSN 


نعطي» في معلّم (0:7,7)» النقاط الأربع : (2,1-)4 و (8)5,3 و (0)3,4 و (1-,2)3. 
© أوجد معادلة للمستقيم 4 المار بالنقطتين ۸ و 8. 
© أوجد معادلة للمستقيم '4 المار” بالنقطتين ٥‏ و2. 





© في الحقيقةء تنتمي النقطة (و,»)/ إلى المستقيم 4 إذا وفقط إذا كانت 
النقاكك 1 و4 وة على استقامة و احدة وهف كاف القول ار الشعاعية 


2 اك :رق yT ls a. ee‏ 
1 ۰48 مرتبطين خطيّاء وهذا يُكافئ : 


ا 
ننه 
HW‏ 


ج 


AM‏ و 











٠ 
0 
4 
قله‎ 
00 
ل‎ 





نه 18 2 51155 


NESE RE 
1111] 
LE 
اا | ا‎ 
LASS OS 
SOHN EE 
-1 1] 11517 


0 = (2 + )2 - (1 - ر)” 
CT o el‏ معاذلة المسكقد 4 
و س ري ل و س ٣‏ 2س = لء وهي 3 للمستقيم : 


© للنقطتين © و ( الفاصلة 3 نفسها. إذن '4 يوازي محور التراتيب ويقبل 3 = + معادلة له. 


يمكن تعميم أسلوب حل هذا المثال» وسنتبعه في إثبات المبرهنة الآتية : 


شيرق 
للك اد لمحتن ل و اي ولك 2 لمشي الما بالط ol‏ 
عندئذ يقبل المستقيم 07 المعادلة الاتية : 


ار حور راك رباك رن راك نوكه رن 





NENE A GCS 


LT, 


3 - Ya 


Zp 7 
1 7 


AB و‎ AM 














مرتبطين خطيًاًء وهذا يُكافئ 


0ت توح م )روح < )< GO‏ 


يكنا حبادء عاو الحيفة  N NEC‏ 


- 








7 تدر وہ 


© نزرد المستوي بمعلم. بيّن الإجابة الصحيحة من بين الإجابات الثلاث المقترحة فيما يأتي: 












































| 1| ال 
© |„ ان. 2 5 6 u‏ 
5 1.5 1.5 
" 4 + 2 = ن هي معادلة 4. شعاعٌ موجه للمستقيم 4 هو : 
5- 2 1 
U © 0~ | © 5 0‏ 
4 4 0.5— 
9ت 0 . a‏ 
. ۾ ت هو شعاع موجه للمستقيم الذي معادلته: 
5 5 
38z + 2 0‏ = ل. اا ا 
" معادلة المستقيم 4 المار بالنقطة (4)2,1 موازيا المستقيم ۸ الذي معادلته 1- :3= ر هي : 
© + مع د ن. © 5 - 3z‏ = رن. © 3 = ر. 


© ليكن 4 المستقيم الذي معادلته < - بد = ي. عيّن العدد + كي تقع النقطة (1/),3 على 4. 


© اكتب معادلة المستقيم 4 المار بالنقطة 4 ويقبل # شعاعا موجها في الحالتين الآتيتين: 


0 


ثب 


© )4-4,3 و3 








7 © )45,3 و 








© اكتب معادلة المستقيم 4 المار بالنقطتين 4 و 8 في الحالتين الآتيتين : 
© )42,1 و B(3,-1)‏ © (5,0-)4 و B(2,-3)‏ 


© کل الت 180 حت 11و83 و01 
© عيّن إحداثيتي النقطة 4 منتصف [80]» وإحداثيتي النقطة '8 منتصف [40]. 
© اكتب معادلة المتوسط 7 المتعلق بالرأس 4 . 
© اكتب معادلة المستقيم ۸ المار بالنقطتين ۸ و8 . 
© اكتب معادلة المستقيم “5 المار بالنقطتين /4 و “2 . ماذا تقول عن المستقيمين ۸ و '۸. 





- 








© جم المعادلات الحخطية 


نهدف في هذه الفقرة إلى دراسة جملة المعادلتين (5) دراسة بيانيّة 


6 ع بع 6 لك az‏ 
/ )5( 


az + b'y = c 


0 الحالة المألوفة : 0 ± ط و 0 ع اط 


في هذه الحالة تكافئ المعادلة ع = رط + يه المعادلة: کہ وگ د ن. )00 
و 0 / / 
وكذلك تكافئ المعادلة “م - 6 + 7أ المعادلة : 0 و کڪ 2 


لنختر مَعْلّماً في المستوي» ولنرمز بالرتمز 4 إلى المستقيم الذي معادلته (1)» وبالرمز ”4 إلى 
المستقيم الذي معادلته المختزلة هي (2). 
أن نقول إِنّ الإحدائيّات (0,) لنقطة 1١‏ من المستوي هي حل للجملة (5) يعني أن 


/ / 
4/ C 


عن رو ابح نر جام [اححيه كح 0 
Ù‏ م > bp‏ 
وهذا يُكافئ انتماء النقطة 14 إلى المستقيمين 4 و “0 في أن معا. 
لن فقول كل السا © الى ايحا القاط المشتركة ين المسقيمين. ۾ وتء تيز تلات بهانات 
1. المستقيمان 4 و ' متقاطعان ومن َء تقبل الجملة (5) حلا وحيدا. 
2. المستقيمان 4 و 4 متوازيان وغير منطبقين فليس للجملة (5) أي حل. 
3. المستقيمان 4 و 7 منطبقان ومن ثم تقبل الجملة (5) عددا غير منته من الحلول. 


/ 
ولكن يكون المستقيمان 4 و7 متوازيين إذا وفقط إذا كان لهما الميل نفسه أي ا أو 
بأسلوب مكافئع : 0 = 5/م - (من. 
وعليه» يكون المستقيمان 4 و7 متقاطعين إذا وفقط إذا كان 


ab' - ab د‎ 0 


نسمي العدد 1/5 - ab'‏ محدد الجملة. 


9 لاحظ أن 0 = 4/0 - 0ه يكافئ + = بك في حالة 0 كد "مو نااك 0 
52-6 كي 


- 











يبيّن الشكل الآتي الحالات المتابقة جميعا : 


حلول جملة المعادلتين الخطيتين (5) 





9ك الحالة الخاحّة : 0< ة أو 0 - ام 
في هذه الحالةء واحدٌُ على الأقل من المستقيمين 0 و d'‏ يو از ي محور اتر اتب »فا گان 
ينات الخدت الممادلة ب ارس ين TT TA‏ فى جلك زه رن جه 
0 1 0 


الحالة تسهل علينا معرفة إذا كان 4 و07 متقاطعين أو متوازيين وغير منطبقين أو منطبقين. 


إمفال | حل جملة معادلتين خطيّتين عندما يكون المستقيمان الموافقان متقاطعين. 
ل المعاناتين ا ا 


4r: - 3y= 6 (1)‏ 
)2( 3 =5 دل هم | ر 





في هذه الحالة لدينا 
0 د 23 = )3-( ab' - a'b = 4 x5 -1 x‏ 
فللجملة حل وحيد. سنعرض فيما يأتي طريقتين لإيجاد هذا الحل. 
٠‏ طريقة الحذف بالتعويض 

تعنمة هده ےا اكد اھان ر ا ر اکر اتر لے یش 11 
و (2) نجد أن حساب x‏ من المعادلة (2) أبسط إذ نجد 13+ ري5 = ». نعوّض قيمة » في 
المعادلة (1) فنجد 6 = 3y‏ - (13+ ي5-)4 أي 6 = 52 + ي23- ومنه 46 = 23y‏ أي 2= ن. 
تعواضن. و يقيمكها فى 4-13 ر5 = د فتجد. ‏ 3 = وء إذن الحل الرحد للحملة هى (62: 














٠‏ طريقة العبارات الخطّية 
نضرب طرفي المعادلة (2) بالعدد ٠-4‏ فتأخذ الجملة (5) الشكل المُكافئ الآتي: 
A: 3y = 6 (0)‏ | 
20y = 2 2)‏ -4- 
نجمع المعادلتين طرفاً مع طرف فنجد 46- = -23y‏ ومنه 2 = ن. نعوّض الآن قيمة و في إحدى 
المعاذلتين .و لتكن المعادلة 1١‏ متلا فتجذ 6= تيرق ا ومكه. .8 ح .. فالخل الرحيد الجملة هو 


32 





0 : حل جملة معادلتين خطيّتين عندما يكون المستقيمان الموافقان متوازيين. 
© حل جملة المعادلتين الخطيّتين (5) الاتية : 


45 + 6y = 5 (1) 

9y = (2)‏ + ند6 ١‏ 
© حل حملة المعادلتين الخطيتين 67 اة 

4: + 6y = 2 1 

6y (1)‏ + ند ی 

6z + 9y = 3 (2) 





/ 
© لدينا في هذه الحالة < = ك = فإمًا أن يكون للجملة عددٌ غير منته من الحلول» وإمّا لا يكون 


لها أي حل. لمعرفة في أي الحالتين نحن نعيد صياغة الجملة (5) بالصيغة المُكافئة التالية : 


6-7 05 1 
7 5 0 (1) 
2 7 ٤ 

a | حاواي‎ 2 
7 2 


تمتل المعادلتان (1) و (/2) معادلتي مستقيمين لهما الميل نفسه 2-» ولكنهما يقطعان محور التراتيب 
في نقطتين مختلفتين 7 ع 0 فهذان المستقيمان متوازيان وغير طبوقين. نستنتج أن ليس 
للجملة (5) أي حل. 
© لدينا في هذه الحالة اضا 0-5-2 > وتكتب الجملة بالصيغة ('5) المكافئة الآتية : 

)1( ج + وك د رن 

2( كار 


تمثل المعادلتان (1) و(2) المستقيم 4 نفسه» إذن للجملة مجموعة غير منتهية من الحلول هي 
إحدائيّات نقاط المستقيم 4 . 





- 








O کو‎ 


معادلة لكل من متوسطات المثلّث ۸8٥‏ . 
5 نزود ا بمَعلم E‏ ونتأمّل النقاط (4)1:5 و(1-.,1-)8 و02 ونعراف 
النقاط 7 منتصف القطعة المستقيمة [48]» و ل منتصف القطعة المستقيمة [40]» و ۸ 


قف القطعة المستقيمة 70ء ارح معاذلة لكل من المستقيمات. 171 و2161 :۸7 


3 55 جمل المعاد لات الاتيةء واشرح النتيجة فس 





gy > 5‏ مك 0 4 ات — 1 
® : 2 9 
2 2 ون عه زور بے كت ن .جه ره 
© : © : 
1 لر ج :نر 10 = Ox: + 2y‏ 
9 30 1 5 
0 2 ريت E‏ يوت د 
© 4 2 © 8 4 5 
17 1 1 1 1 1 
كد چ رركت حك يروك حدر ال روكت لح ررك 
30 2 3 8 20 5 
6 يدت |1 کڪ نز — N2‏ 1 > ر -[2/-1) 
0 6 ]حب = 24800 وا جه z+ )1+ 2 (y‏ 
لسعم البحث مدأ © 
6 إعداد معادلخ مسقير 


نزود المستوي بمعلم [0:7,7). ليكن 4 المستقيم الذي معادلته 9+ 2- = بء وليكن '4 
المستقيم الذي معادلته 3+ » = ن. يتقاطع المستقيمان 4 و22 في 1. ويقطع 4 محور 
التراتيب في ٠4‏ كما يقطع '7 محور الفواصل في 7 . لتكن £ منتصف [47]» ولتكن ٣"‏ 
نظيرة النقطة 8 بالنسبة إلى 7 . أوجد معادلة للمستقيم (17). 








ر اخل 
© رسم الشكل. ارسم 0 و '0» عين 7 ووضع النقطتين Fg FE‏ 
ل بحثاً عن نتائج مباشرة. كما في الهندسةء نتفحص الشكل الذي أنشأناه. النقطة £ هي منتصف 
قطعتين مستقيمتين عيّنهماء ماذا يمكنك القول بوجه خاص عن الشعاعين 8۸ و77 ؟ 
® بنا عن طريق. لإيجاد معادلة للمستقيم (77)» هناك بوجه عام طريقتان : إِمّا أن نحسب إحدائيّات 
حالتنا التفكير قبل البدء بالحساب لاختيار الطريق الأنسب. 
» يتطلب حساب إحداثيتي النقطة 7 حل جملة معادلتين خطيّتين» اشرح لماذا ؟ 
٠‏ بيّن لماذا لا نستطيع تجنب حساب إحدائيّتي النقطة 1. 
لضب إحدائيات فاط 7 و .و 3-2 أوجد معادلة [اتر).. 
كي أنجز لحل واكتبة بلغة سليمة. 





3© ادل مستتيره الوقوع على اسنتامة واحدة . 
لیکن 48017 شبه منحرف فيه 148 = 70 . ولتكن 5 نقطة تقاطع 
قطري شبه المنحرف» و 7 نقطة تقاطع المستقيمين (42) و (80). 
أثبت» باستعمال معلّم من اختيارك» أن المستقيم (575) يمر بالنقطة 1 
nS Da‏ 
غر اخل 
4 رسم الشكل. لا تواجهنا أية صعوبة برسم الشكلء يمكن إنشاء جميع النقاط انطلاقا من 4 و8 
و6 و( للك تخار مَكلما تكرن فيه إحدائئاك هذه النقاط بيسيطة. تخار .مثلا الم 
.(A:AB,AD)‏ 





# جا عن نتائج مباشرة. أوجد إحداثيّات التقاط 4 و 8 و2» في المَعلّم الذي اخترناه. ثم احسب 
بالاستفادة من الفرأض : 148 = €0( إحداثيتي النقطة 0. 


+ 


8 بحناً عن طريق. نهدف إلى إثبات أن المستقيم (857)» يمر بالنقطتين 7 و ل. لتحقيق ذلك يمكننا 
إيجاد معادلة للمستقيم (57) ثمّ نتوثق أن إحدائيّات كل من 7 و ل تحقق هذه المعادلة. 
ر ا حر واه ا 





- 








69 معادلت قير التاظ بالسبت إلى قتطة 


نزوّد المستوي بمعلّم (0;7,7). ليكن 4 المستقيم الذي معادلته 6+ 2 = و» ولتكن التقطة 
(4)2,2 . أعط معادلة للمستقيم “4 نظير المستقيم 4 بالنسبة إلى النقطة 4 . 
99 نر اخل 

4 رسم الشكل. ارسم المستقيم 4» ثم وضنّع النقطة 4 وأنشئ المستقيم 4 . 

# بحثاً عن نتائج مباشرة. استنادا إلى الفرأض “4 نظير المستقيم 4 بالنسبة إلى النقطة 4.. عيّن مَيل 
المستقيم 4 . 

8 بحداً عن طريق. نهدف إلى إيجاد معادلة للمستقيم /4» بيّن لماذا يمكننا أن نأخذها من الشكل 
م + عص = ن العدد +7 معلوم. يكفي إذن أن نعيّن إحداثيتي نقطة ما من '4» ولكنّ نقاط هذا 
المستقيم هي نظائر نقاط المستقيم 4 بالنسبة إلى 4. اختر نقطة مناسبة من 4 واحسب 
إحداثيتي نظيرتها بالنسبة إلى النقطة 4.. 

ر أنجز الحل واكتبة بلغةٍ سليمة. 


وه مساحات السطوح. SAET‏ 


مساحة المستطيل في الشكل المجاور 60 سنتيمترا مربّعاء ومجموع مساحتي ار 
المربّعين 169 سنتيمترا مربّعا. أوجد بُعدي المستطيل. 
98 نر اخل 
4 رسم الشكل. ارسم الشكل بعنايةء وضع العلامات المعتادة التي تدل على القطع المستقيمة 
المتساوية الطول. 








# التعبير عن الفرضيّات. «مساحة المستطيل 60 سنتيمترا مربّعا». للتعبير عن هذه الخاصّة نضع 3 
للدلالة على طول المستطيل» ونضع ن للدلالة على عرضه. فيكون 60 = ر». عبّر بأسلوب 
مماثل عن الخاصّة : «مجموع مساحتي المربّعين 169 سنتيمترا مربّعا». 

8 بحا عن طريق. بالنظر إلى نتائج الفقرة السابقة نرى أنّ المطلوب تعيين عددين عرف جداء 
' ا Un‏ ! 000 
تستطيع حل المعاذلة” الناكجة؟ .ويفكننا أا أن نتبع طريقة أخرىء إذا لاحظنا أن الحدّين 
“نه + 5ه و ت يظهران عند نشر ”رن + ). احسب ن + :دء وكذلك ي -:2. 

ر عراس ركيم سيك 





- 





نزود المستوي بمعلم ([0:7,7). ونتأمّل التقاط (4)3,0 و (8)3,4 و (0)0,4» ثمّ نعرف 1 
منتصف القطعة المستقيمة [04]» و ل منتصف القطعة المستقيمة [458]. أثبت أن المستقيمات 
(40) و (18) و (07) تتلاقى في نقطة واحدة. 
98 نر الل 
رسم الشكل. ارسم الشكل بعنايةء موضتًعا النقاط ۸ و8 ا 7 ول. 
ل بحغا عن نتائج مباشرة. أعط إحدائيّات 7 و ل. 
6 بحاً عن طريق. نهدف إلى إثبات تلاقي ثلاثة مستقيمات. لتحقيق ذلك يمكننا تعيين نقطة تقاطع 
GS Oy‏ الك ير اسقط QO‏ كن م المستييات 
ر أنجر الحل واكتبة بلغةٍ سليمة. 
حل آخر 
تيا ان با رووة ف مار و E‏ ل E‏ 
من إجراء حسابات طويلة. 
ه لان 7 ول هما منتصفا قطعتين مستقيمتين» يمكن أن ننظر إلى [87] و[0.7] بصفتهما 
متوسّطين في مثلث. عيّن هذا المثلث» وارمز بالرمز © إلى نقطة تقاطع هذين المتوسطين. 
٠‏ كي نثبت أن (40) يمر بالنقطة © يكفي أن نثبت أنه المتوسط الثالث. 


ر أنجز الحل واكتبه بلغة سليمة 









© الفرق بين عددين ‏ ون يساوي ٠14‏ أمّا الفرق بين مربّعيهما فيساوي 616. احسب هذين 
العددين. 


0© » ون عددان. الفرق بين مقلوبيهما ٠6‏ والفرق بين مربّعي مقلوبيهما يساوي 12. احسب 


هذين العددين. 
50 احسب بُعدّي حقل مستطيل مساحته 120 مترا مربّعاء ومحيطه 44 مترا. 


ارتفاعه النازل من 4 يساوي 12 سنتيمترا. 





- 








€3 نزود المستوي بمَعّم متجانس (0:7,7). تمل الشكل المجاور ثُمَ أجب عمّا يأتي : 
© أوجد معادلة للمستقيم 0. 
© أوجد معادلة للمستقيم ,0 نظير المستقيم 4 بالنسبة إلى محور الفواصل. 
© أوجد معادلة للمستقيم ر نظير المستقيم 4 بالنسبة إلى محور التراتيب. 
© أوجد معادلة للمستقيم ,4 نظير المستقيم 4 بالنسبة إلى المبدأ 0. 





(9 سال رجل صديقه عن عمره فأجابه : «عمري بقدر ضعفي عمرك الذي كنت فيه عندما كان 


عمري بقدر عمرك» وعندما يصبح عمرك بقدر عمري يصبح مجموع عمرينا 63 سنة». فكم 
عمر كل من الصديقين؟ 


© نيكن 02 شبه منحرف فيه الزاويتان 4 و 8 قائمتان. نفترض أن 
3 42 و4 = 80 و5 - 48 وجميع الأطول مقاسة بالمتر. 


نختار 00 F‏ فر | 1 تقد 0 .DF = FC Ex AB)‏ احسب 
.AF'‏ 






9 ايكن EoD LO NGS VU COs a BD‏ ر 

© بالنسبة إلى 8. وأخيراً نرمز بالرّمز 7 إلى مركز ثقل المثلث 4278.. 

© ليكن (4:7,7) المَعْلّم المتجانس الذي فيه 47 = 48 و 47 = 42.. أوجد إحدائيّات النقاط ۸ 
و8 و0) و2[ و0 و14[ و )ل و[. 

© يقطع المستقيمٌ (147) المستقيم (48) في ٠Q‏ ويقطع المستقيمُ (140) المستقيم (47) في 
۲ . نريد إثبات وقوع النقاط 75 و © و ۶ على استقامة واحدة. 
" اكتب معادلة للمستقيم (147) واستنتج إحداثيتي النقطة ©. 
" اكتب معادلة للمستقيم (140) واستنتج إحدائيّتي النقطة ۶ . 
" أتبت أن النقاط > و © و2 تقع على استقامة واحدة. 





